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사범대생을 위한 대수학
정상조 저 년 경문사- (2018 , )- 년 월 일 수정본2018 7 7

       
책 본문내용 또는 연습문제 풀이에 대한 오류나 수정할 사항이 있으면 
math888@naver.com 으로 연락 주시면 감사합니다 . 

정오표( 번째 줄 위에서 번째 줄 번째 줄 아래에서 번째 줄3 = 3 , 10 = 10 )↓ ↑

쪽 라인 틀린 문장 오( ) 정정한 문장 정( )
36 번째 줄2↓ 표현하라15. . 표현할 수 있음을 보여라.
36 번째 줄13↓ 정수 19.  자연수 

36 번째 줄10↑ 26.  정리 을 이용하여3.1.10
45 번째 줄12↓ 12. 정리 를 이용하여2.3.5
45 번째 줄9↑ 13. 정리 를 이용하여2.3.5
53 번째 줄15↓ 6. 정리 을 이용하여3.1.10
53 번째 줄17↓ 번 문항 삭제 연습문제 와 중복7 ( 2.2.9 )
54 번째 줄5↑ 17. ∈ ∈∪

64 번째 줄4↑ 

문제수정 다음 물음에 답하라2. ( ) .
(1) ∈과 원소  ∈       에 대하여 ∼ 일 필요충분조건을 적당한 
∈에 대하여    라 할 때 관계 ∼은  위에서  에 의한 동치 관계임을 보여라.

연습문제 번의 치환 (2) 1   에 의한 동치관계에서 각 각의 상집합   

을 구하라.  
66 번째 줄4↑ 16.   ···    ···   

89 번째 줄5↑ 동형사상이 17. 준동형사상이
90 번째 줄9↑ 과 의 순서를 바꿈20. (1) (2)
103 번째 줄2↑ 8. 부분군  ′  에 대하여    ′ →  , 부분군   에 대하여    →  , 
104 번째 줄10↓ 12.  의 정규부분군   의 정규부분군
105 번째 줄4↑ 위수 31.  인 위수  단( , 은 소수 인 )
113 번째 줄5↓ 부분군의 개수2.(1) 원소의 개수
113 번째 줄6↓ 부분군의 개수2.(2) 원소의 개수
113 번째 줄7↓ 부분군의 개수2.(3) 원소의 개수
132 번째 줄2↑ 3.(8)  ×        ×      

140 번째 줄6↑ 4. ◁ ⊊⊊ ◁ ⊊⊊

155 번째 줄5↓ 인 부분군3.(2) 35 인 35 정규부분군
155 번째 줄13↓ 인 비가환군에서7. 28 인 28 군에서
155 번째 줄7↑ 보여라10. . 보여라 참조. ( :   일 때    이용)
155 번째 줄2↑ 번 문항 삭제 참조 박승안 대수학 판 연습문제 번14 ( : 8 . (6.2) 7 )

169 번째 줄11↑

문제 수정 환 14. ( )  에 대하여 다음 물음에 답하라.
(1)  이 영이 아닌 멱영원을 가지지 않을 필요충분조건은   의 해가 뿐임을 보여라0 .

특히 (2)  이 영이 아닌 멱영원을 가지지 않을 때 원소  ∈에 대하여 다음을 증명하라.
  (2-1)   이면   이다.
  (2-2)   이면   이다.
  (2-3)   이면 임의의 ∈에 대하여   이다. 

170 번째 줄4↓ 17.          

170 번째 줄5↑ 무엇과 같은가18.(5) ? 무엇과 동형인가?
186 번째 줄9↓ 다음 함수는 환 동형사상임을 보여라10. . 환 동형사상이 되는 다음 함수를 구하라.

186 번째 줄15↓
문제수정 체 13. ( )  와 환  에 대하여 함수     → 가 환 준동형사상이면, 

     이거나 단사임을 보여라.

186 번째 줄16↓
문제수정 체 14. ( )  에서 환  ≠ 로의 환 준동형사상    → 이 전사이면, 

    는 동형사상임을 보여라.
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쪽 라인 틀린 문장 오( ) 정정한 문장 정( )

187 번째 줄1↓ 

문제 수정 함수 17. ( )    → 를

                             
 

   
  

   
 

   
  

로 정의하면 가 단사 환 준동형사상임을 보여라 
187 번째 줄7↑ 18.(2) 의 부분환 ∘ (∘는 함수의 합성 의 부분환)
195 번째 줄5↑ 2.(4)     

222 번째 줄5↑ 영과 영인자가 아닌5. 영인자가 아닌
234 번째 줄9↑ 13.      ∈     ∃∈

234 번째 줄6↑ 

문제수정 가환환 14. ( )  에 대하여 다음 물음에 답하라. 
   (1)  의 아이디얼  에 대하여   ∈  ∃∈ ∈은  의 아이디얼임을 
보여라 이 아이디얼 .  을  의 래디컬 이라 한다(radical) .

정리 학년도 임용시험 출제   (2) ( 6.2.20) (1998 )     ∈     ∃∈은 

의 아이디얼임을 보여라 아이디얼 .  을 닐래디칼 이라 한다(nilradical) .
244 번째 줄2↑ 8.  

247 번째 줄??↓ 문제 과 따름정리 에서 6.4.6 6.4.8 를 모두 으로 교체
278 번째 줄1↓ 7.2.4 (1) gcd   gcd    gcd   gcd   

278 번째 줄12↓ 7.2.5 ∈ ∈  

282 번째 줄13↓ 3. (1) gcd   gcd    gcd   gcd   

294 번째 줄13↓ 구하고 구하라2. , ... . 한 개씩 구하고, ... 한 개씩 구하라 . 
295 번째 줄7↑ 7.   ∈    ∪   ∈     ∪

299 번째 줄6↑    ≧     ≧ 

302 번째 줄4↓ 1. (2) 이지만 는 체이지만 
302 번째 줄3↑ 체임을 증명하라11. (1) . 체임을 보이고 위수를 구하라.

314 번째 줄14↑ 10. 〈


    〉′ 군데 모두(2 ) 〈


    〉′

351 번째 줄1↑ 원시다항식5(2) 차 원시다항식2

352 번째 줄10↑ 14. 위수  인  유한체  에서 모든 원소는 
단 한 개의  제곱근을 가짐을 보여라- .

위수  인  유한체  에서 모든 원소는 단  
한 개의  제곱근을 가짐을 보여라- . 단, 

는 소수
371 번째 줄15↓  위에서 다항식      위에서 다항식    

378 번째 줄4↑ 차수를 구하라21. . 차원을 구하라.
390 번째 줄9↓ 참조 정리 2. [ : 9.3.10] 참조 정리 [ : 9.3.13]
406 번째 줄5↑ 체 10.  의 확대체Gaois 체  의 유한 확대체Gaois 
407 번째 줄8↑ 치환군 14(3)       ⋯의 부분군     ⋯ 위의 치환군 의 부분군
422 번째 줄3↑ 보여라13. (1) . 보여라 단(1) . , ≠ 이다.

 == 연습문제 (1.1) == 
1.1.1 (1)   일 때,   

   이므로   일 때는 참이다.
  에 대하여 즉,    ⋯  

   이라고 가정하자.  
    인 경우 
              ⋯      

  
   

  


  


          
이므로      ⋯     

    이다 그러므로  .     일 때 등식은 참이다 따라서 수학적 귀. 



- 3 -

납법에 의해 임의의 자연수 에 대하여 등식       ⋯   

  가 성립한다.

  (2)   일 때1 ,   이므로 참이다.
  일 때    ⋯     이라고 가정하자.
    인 경우 
           ⋯                 
이므로 수학적 귀납법에 의해 임의의 자연수 에 대하여       ⋯     이다 .

수학적 귀납법 를 사용하자(3) .Ⅱ
  일 때,      ⋅ 이므로 등식이 성립한다 . 
  ≺  ≤ 에서                 ⋯  이라  가정하자.
    일 때 
                      

       ⋯         ⋯   

       ⋯        ⋯   

    ⋯         ⋯        ⋯    

        ⋯   

이므로     일 때 성립한다 다라서 수학적 귀납법 에 의해  . , Ⅱ 임의의 자연수 에 대하여  
                        ⋯  이다.

1.1.2. 정수   의 곱 이 짝수라 하면, 은 의 배수이다 가 소수이므로 2 . 2   중의 하나는 의 배수가 되어  2
짝수이다 대우에 의하여 . 은 홀수이다.

정수 1.1.3. 에 대하여     이 되는 정수 이 유일하게 존재함을 귀류증명을 이용하여 증명하여라.
풀이( ) 귀류증명( ) 정수 에 대하여     이 되는 정수  이 유일하지 않다고 하자.

즉,     를 만족하는 정수  가 존재한다고 하자 단.( ,  )
그러면     이고,      이므로 ,       이다 따라서  .   가 나오는데 이는 가정에 모순이
다 따라서 주어진 명제는 참이다. .

연역증명 서로 다른 정수 ( )  ′에 대하여       ′이라하면 소거법칙에 의해   ′이 되어 모순이다. 
따라서    인 정수 이 유일하게 존재한다.

1.1.4.  가 음이 아닌 정수인 경우에는     이다.
 가 음수인 경우에는      이다.
따라서    이 성립한다 .

1.1.5. 
유리수 근    

 단( ,  는 서로소 가 존재한다고 하자) .

      
 



 
    에서        이다. 

 는 서로소이므로 둘 다 짝인 경우는 없다.
나머지 경우는   가 홀수이므로 

가 홀수, 가 짝수이면 좌변은       홀  짝  짝   홀수가 되어 모순이다.
가 짝수, 가 홀수이면 좌변은       짝  짝  홀   홀수가 되어 모순이다.
가 홀수, 가 홀수이면 좌변은       홀  홀  홀   홀수가 되어 모순이다.
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따라서          의 유리수 근이 존재하지 않는다.

복소수 1.1.6.  에 대하여       ⋅  ⋅ 를 이용하면 
             ⋯   

⇒   ⋯   

⇒   

⋯ 

 

⇒   
  ⋯ 

     ∵계수가 실수 

1.1.7. (1)   cos   sin라 하자. 
             cos   sin ⇒    cos   sin   ⇒  


 


 ∈

이므로 

                 









cos    

cos


 


 

   

cos


 




    

cos     

cos


 




    

cos


 


 

   

      

(2)   cos   sin라 하자. 
              cos   sin ⇒    cos   sin   ⇒  

  
 ∈

이므로 

               









cos


 


 

  

cos


 


 

cos


 




   

cos


 




   

cos


 


  

cos


 


 

  

(3)   cos   sin라 하자. 

              cos   sin ⇒    cos   sin   ⇒  

  

 


 
 ∈

이므로

               









cos


 

   

cos


 

  

   

cos


 

   

  
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 == 연습문제 (1.2) == 
1.2.1. (1) 60         (2) 40         (3) 100

 == 연습문제 (1.3) == 
추이관계만 성립한다1.3.1. (1) . 

동치관계를 만족시키기 위해서는 반사 대칭 추이 관계를 만족해야 한다 반사관계를 만족하기 위해서는 , , . 
이 포함되어야 하고 대칭관계를 만족시키기 위해서는 이 포함되어야 하며 위의 모든 것{(1,1),(2,2),(3,3)} , {(2,1)} , 

을 포함할 때 추이관계를 만족한다. 
그러므로 집합   이다. 
′에 의한 의 상집합′           이다.

대칭관계와 추이관계만 성립한다  (2) . 
동치관계를 만족시키기 위해서는 반사 대칭 추이 관계를 만족해야 한다 반사관계를 만족하기 위해서는 , , . 

이 포함되어야 하므로 을 포함시켜주면 반사 대칭 추이 관계를 만족한다{(1,1),(2,2),(3,3)} {(3,3)} , , . 
그러므로 집합   이다. 
′에 의한 의 상집합′        이다 .

반사관계와 추이관계만 성립한다  (3) . 
동치관계를 만족시키기 위해서는 반사 대칭 추이 관계를 만족해야 한다 대칭관계를 만족하기 위해서는 , , . 

이 포함되어야 한다{(2,1),(3,2),(3,1)} . 
그러므로 집합   이다. 
′에 의한 의 상집합     이다.

  (4) 위에서 모든 동치관계는  , ,
,  ,
이다.

1.3.2. 
이 위에서 동치관계라 하자A . 의 상집합    ⊂  ∣ ∈ 라 하자.

먼저 임의의 원소 , ∈ 에 대하여 ∈ 이므로 ∈∈이다 따라서 . 
  


  이다. 

이제 임의의 원소 ,   에 대하여  ∩ ∅이거나    임을 보이면 된다.
 ∩≠ ∅이라 하자 그러면 적당한 원소 . ∈ ∩ 가 존재하고,
   ∈이고   ∈이다. 
이 동치관계이므로 대칭관계에 의해서   ∈이므로 
        ∈이고     ∈이다.  

임의의 원소 ∈ 에 대하여 

 ∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈∵ ∈ ⇒ ∈∵∈ ⇒ ∈

이다 그러므로 .  ⊂  이다 같은 방법으로 . ⊂  을 보일 수 있다. 

따라서    이다 그러므로  .    ⊂  ∣ ∈ 은  의 분할이다.
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1.3.3.   ,  

동치관계를 만족하기 위해서는 반사 대칭 추이 관계를 만족해야 한다1.3.4. (1) , , . 
반사 : ① ∀ ∈ , 𝕑  ⇔    는 항상 의 배수이므로 5  ∈ 

∴반사관계를 만족한다.
대칭 : ② ∀ ∈ , 𝕑  ∈  ⇒  ∈ 이면 대칭관계 

    ∈ 이므로 𝕑 ∵ 가정에서  ∈   
         가 성립한다 . ∴대칭관계를 만족한다.

추이 : ③ ∀    ∈ , 𝕑     ∈  ⇒   ∈  이면 추이관계  
          ∈ 이므로 𝕑
           이 성립한다 .  ∴추이관계를 만족한다.   ∴동치관계
의 동치류는 1       ∈ 𝕑 이다.

동치관계를 만족하기 위해서는 반사 대칭 추이 관계를 만족해야 한다(2) , , . 
반사 : ① ∀  ∈ × , 𝕑 𝕑    ⇔       이므로 반사관계를 만족한다  .
대칭 : ② ∀    ∈ × , 𝕑 𝕑    ⇒     임을 보이자 .

   가 성립하므로       가 성립한다 .
   를 정리하면       이므로 대칭관계를 만족한다 .

추이 : ③ ∀       ∈ × , 𝕑 𝕑    ∧     ⇔     이 성립함을 보이자.
   와      가 성립하므로        이고 ,        이 성립한다 두 위의 식을 조작하면  . 
각각,       와         가 되고 
       가 된다 따라서  .      ⇔  가 성립하고 추이관계를 만족한다  . ∴동치관계이다.
답)             ∈ 
 

1.3.5. 
임의의 ∈ 에 대하여 ∈이므로 반사관계이다.
∈ 이라 하자. 가 홀수이면   이어야 하므로   ∈ 이다. 
   가 짝수이면  ∈ 이므로  은 대칭관계이다. 
 ∈ 이라 하자. 
 가 홀수이면   이어야 하므로 도 홀수가 되어   이다 따라서 .   ∈ 이다. 
   가 짝수이면 도 짝수이어야 하므로 도 짝수이다 그러므로  . ∈ 이므로  은 추이관계이다. 
따라서  은 동치관계이다. 

동치관계를 만족하기 위해서는 반사 대칭 추이 관계를 만족해야 한다1.3.6. , , . 
반사 : ① ∀∈ , ℝ 





  이므로 이다. 
대칭 : ② ∀∈ , ℝ  라 하자 .

         ⇒




   ⇒ 




 




   ⇒    
이므로 대칭관계를 만족한다.

추이 : ③ 와 이면, 




  




   이다.

      




 









       

이므로 추이관계를 만족한다 .  ∴ 동치관계이다 .
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1.3.7. (1)  ∀∈    ⇒ 이다 즉 반사관계이다.  , .
   ⇒    ⇒    ⇒ 이이므로 대칭관계이다. 
   라 하면
          ⇒     ⇒ 이므로 추이관계가 성립한다. 
그러므로 동치관계이다.

(2) ∈ ⇒    ⇒    ⇒    

그러므로       

(3) ∈  ⇒       ⇒









 


  if    ⇒   


모순 

    if    ⇒   

그러므로  의 동치류는  뿐이다.
그러므로     

 == 연습문제 (1.4) == 
1.4.1.  의 역함수를 ′ ″이라 하자 그러면 .  ∘ ′  ′ ∘     ∘ ″  ″ ∘   이다. 
                    ′  ′ ∘   ′ ∘  ∘ ″  ′ ∘ ∘ ″   ∘ ″  ″
 ∴함수 의 역함수가 존재하면 유일하다.

1.4.2.  ⇒  의 역함수   가 존재한다고 하자 그러면 .  ∘         ∘    이다. 

   ′ ⇒          ′ ⇒     ′ ⇒   ′
이므로 는 단사함수이다 또한 임의의 . ∈에 대하여 
       ∘         ∃   ∈ 이므로 는 전사함수이다.
그러므로 는 전단사함수이다.

⇐  는 전단사함수라 하자.  가 전사 함수이므로 
함수     →     단    라 정의하자 그러면 임의의 . ∈ 에 대하여

    인 ∈ 가 유일하게 존재하므로  는 잘 정의된다. 
또한 임의의 ∈ ∈에 대하여 

   ∘       
 ∘        

이므로  ∘      ∘    가 되어  가  의 역함수이다.

1.4.3. (1) ∈ ⇒ ∈  ⇒ ∈    이므로 ∴ ⊂     

(2) 거짓  
반례( )    →        ⇒      ∅

(3) ∈∪ ′ ⇔ ∈∪ ′ ⇔ ∈ ∨  ∈  ′ ⇔ ∈  ∨  ∈  ′ ⇔  ∈  ∪  ′
    ∴∪ ′   ∪′

(4)                ′             이라 하면  
       ′   ≠    ′  ∅이다.
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(5) ∈  ∩′ ⇔ ∈∩′ ⇔ ∈∧∈ ′ ⇔ ∈  ∧∈
  

    ⇔ ∈  ∩  ′ ∴  ∩′    ∩  ′

1.4.4. (1) 의 정의역 ∈ 공역 , ℝ    으로 정하면 , 의 역함수는
  ln       이 된다. 

(2) ′∈( -{1}), ℝ   ′ ⇔    


  ′  


⇔   ′이므로 는 단사,

∀∈( -{2}), ℝ ∃  


 ∈ ( -{1}), ℝ    이므로  는 전사이다 따라서 . 

는 전단사이다.      


 이다.

1.4.5. 
(1)  ∘    ∘  이면 함수  가 단사이므로   이고 함수 가 단사이므로   가 된다 따라서 함수 . 
 ∘ 는 단사이다.

(2)  ∘          이므로  ∘ 는 전사이다.

과 에 의하여 성립한다(3) (1) (2) .

(4)   
⇒   
⇒   ∵  ∘ 가 단사 

그러므로    는 단사함수이다.

(5)  ∘ 가 전사이므로     ⊂   ⊂ 이다 따라서 .    가 되어 는 전사함수이다.

와 에 의하여 성립한다(6) (4) (5) .

 == 연습문제 (2.1) == 
2.1.1. 
            

       
                                      

              

이므로 가환적이지만 결합적이지 않다.

임의의 원소 2.1.2.   ∈ ∈에 대하여 
                     

이므로 ∈ 이다 따라서 .  는  아래서 닫혀있다 . 

임의의 원소 2.1.3.  ∈ 에 대하여 
                   

이므로 ∈ 이다 따라서 .  는  아래서 닫혀있다 . 
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의 항등원은 이다2.1.4. (1)  * 1 .                  (2)                  

2.1.5.           
        
        
        

항등원 

역원                

별해 연산표가 군이 되기 위해서는 세로와 가로가 같은 원소가 오면 안되므로 ( )   가 되어야 한다. 
따라서   가 되어야 하고 차례로 ,      가 되어야 한다. 

2.1.6. 
(1)                               

                               
⇒   

(2)              

(3)    
⇔         
⇔      
⇔     ∵≠ 
⇔   

2.1.7. 
항등원을   (1)  라 하자.

                 
⇒     
⇒   ∵≠ 

에서 항등원   (2)  (1) 이 존재한다. 
                                   

                               
⇒   

역원을 라 하자. 
                

⇒    

⇒      


∵≠ 

이므로 는 군이다(G,*) .

  (3)    ⇒    


   


 

2.1.8.  (1) ∀   ∈ 에 대해
        ∘ ∘       ∘                

∘  ∘   ∘                    

이므로 결합법칙이 성립한다.

       ∈
∘        
 ∘        
∴    항등원 존재 

                          ′ ∈

 ∘ ′   ′     

′ ∘   ′      

∴ ′      역원존재 

에서  ∘       이면 군이다. 



- 10 -

(2) ∀  ∈에 대해

       ∘ ∘   
 ∘   






 



∘  ∘   ∘ 
   





 



∴ ∘ ∘   ∘  ∘ 

∈ 에 대해

       ∘   


 

 ∘   


  ∴   

  

이므로 항등원 가 존재한다2 .

 ′∈ 에 대해

  ∘ ′  

′ 에서   이면 역원이 없어 군이 아니다. 

번문제와 같음(3) (6 ) ∀   ∈    에 대해
        ∘ ∘      ∘                         

∘  ∘   ∘                              
∴∘ ∘   ∘  ∘ 

∀ ∈    에 대해
        ∘        

 ∘        
    ∴    ∵ ≠  항등원 존재 

∀ ′ ∈    에 대해
        ∘ ′   ′  ′  

′ ∘   ′   ′  

′  

 
역원존재 

   에서  ∘       이면 군이다.

(4) ∀    ∈ 에 대해

       ∘  ∘   ∘   

  
  


 

  



    



∘ ∘     

 ∘  
  


 

  



    



∴ ∘  ∘  ≠ ∘ ∘ 

결합법칙이 성립하지 않는다   .

     에서   ∘    

 이면 군이 되지 않는다.

의 곱셈 역원이 없어 군이 아님2.1.9.   2 . ① 
군이다        . ② 
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군이다        . ③ 
의 곱셈 역원이 없어 군이 아님        2 . ④ 

교환법칙 성립 안함2.1.10. (1) 

반례  ( )      
   




      

    

   (2) 

   (3) 
    

    
    

    
    

     
함수의 합성은 결합법칙이 성립 정리 하므로 와 에 의하여 군이다   (4) ( 1.4.8) (2) (3) .

먼저 집합 2.1.11. ℤ가  연산에 닫혀있음을 보이자 . 
임의의 ∈ℤ에 대하여     ∈ℤ이므로 집합 ℤ는 연산에 닫혀있다.
결합법칙이 성립함을 보이자.
 ∈ℤ에 대하여               이고 
            이므로 이항연산ℤ은 결합법칙이 성립한다.
항등원이 존재함을 보이자.
  ⋅∈ℤ이고        이므로 이항연산ℤ는 항등원 이 존재한다.
역원이 존재함을 보이자. ∈ℤ에 대하여  ∈ℤ가 존재하여 
        ⋅   이다 따라서 모든  . ∈ℤ에 대하여 역원이 존재한다 따라서 이항연산 . 
ℤ는 군이다.

2.1.12.  ′    ′    라 하면   ′     ′  이므로 
                     

⇒ ′′  ′   ′     ′  ′  

이다.
  ∀   ∈ 에 대해
        ∘ ∘      ∘                

∘  ∘   ∘                    
∴∘ ∘   ∘  ∘ 

∀ ∈에 대해
        ∘        

 ∘        
∴     항등원 존재 

∀ ′ ∈ 에 대해
        ∘ ′   ′  ′  

′ ∘   ′     
′   역원존재 

∀ ∈ 에 대해
        ∘              ∘ 

∴∘    ∘ 

은 가환군이다.

2.1.13. ∀ ′   ′   ′ ∈     에 대해
         ′⋅  ′⋅  ′   ′⋅  ′⋅  ′

∀ ′ ∈에 대해
         ′⋅   ′  ⋅ ′
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∀ ′
  ′
 ′ ∈ 에 대해

         ′⋅
  ′
 ′


  ′
 ′

⋅ ′  

∀ ′   ′∈ 에 대해
         ′⋅  ′    ′′  ′  ′    ′⋅ ′

⋅은 가환군이다.

2.1.14. (1) ∀  ∈     ≠   이므로   결합법칙이 성립하지 않는다 .

(2)  은 성립한다 하지만 .   ⋅  ⇒  ± 이므로   항등원이 존재하지 않는다 . 

2.1.15.   
⇒   
⇒   
⇒   

이므로   라 하면   이고 
             

가 성립한다.

2.1.16.     ∘   
⇒  ∘ ∘    ∘ 

⇒  ∘  ∘   

⇒  ∘   

⇒   

2.1.17.         이므로 번에 의하여 16   이다 그러므로 . 은 의 좌역원이다. 
다음에 임의의 ∈ 에 대하여 
                       

이므로 은 좌항등원이다 그러므로 . 는 군이다. 

별해 좌항등원과 좌역원이 존재함을 보이면 된다 먼저 좌역원이 존재함을 보이자 ( ) . . 
′을 의 우역원이라 하고,  ″을 ′의 우역원이라 하자 그러면. 
                       ′   ″  

이다 따라서 첫 번째 식에 . ′의 우역원 ″을 오른쪽에 곱하면 결합법칙이 성립하므로, 
             ″  ′″  ′″     ⇒   ″
이다 이를 이용하여 . ′이 의 좌역원임을 보이자.
                  ′  ′″  ′″  ′″  

이므로 ′은 의 좌역원이다.
다음에     이 좌항등원임을 보이자.

                        ′  ′    

이므로, 은우항등원이다 따라서 .  는 군이 된다. 

2.1.18. (1)           
∴  
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  (2)      ⇒  ± 이므로 좌항등원이 존재하지만     에서 우항등원 고정된 원소가 존재(
해야 하므로 즉, ,    존재한다고 가정하면 [   일 때 모순 은 존재하지 않는다 같은 방법으로 ] .   도 존재하
지 않는다 따라서 항등원의 유일성에 모순이다. . 

      ±      ⇒  ± 

 이므로 우역원이 존재한다 하지만 . ±     이라서 좌역원이 존재하

지 않는다. 

우항등원이 없으므로 군이 아니다(3) .

연산이 결합적이고 좌항등원과 우역원이 존재하더라도 방향 왼쪽 항등원과 오른쪽 역원 이 다르게 존재하면 군이 (4) ( )
되지 않는다 참조 좌공리와 우공리. ( : )

2.1.19.    이라 하자. 
임의의 ∈ 에 대하여 ⊂ , =이므로 ≤ 이어야 한다.
따라서    ≤    ≤ 인  가 존재하고 소거법칙에 의해서 , = 인   =∈이 존재한다. 
∴  =가 되는 자연수 이 존재한다.

2.1.20.   
⇒     
⇒   
⇒   ∵소거법칙정리

별해( )  가 군이므로 ∈ 이면  ∈ 이다.    에 양변의 왼쪽에  을 연산하면    이다. 
       이다.

풀이2.1.21. ( )    =    ⇔    =    ⇔    =    ⇔   =    ⇔    =

별해( )        ⇔   
      ⇔          

2.1.22.  ∈
  

⇒   

⇒        

⇒   
⇒   

 는 가환군이다. 

2.1.23. 
   ⇒    
=  ⇒   = ⇒  =  ⇒   =  ⇒   =  

           ⇒   =      ⇒   =

2.1.24. 
1)  =    ⇒   

   
 개

 ⋯ =    ⇒   
   

 개
 ⋯ =    ⇒    =  

2) =  ⇒   
   

개
 ⋯ =  ⇒   

   
 개

 ⋯ =    ⇒    =    ⇒     =  

             ⇒    = 
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3)  =    ⇒    
   

 개
 ⋯ =    ⇒   

   
개

 ⋯ =  ⇒     =  ⇒    =

             ⇒    =  ⇒     =  ⇒   =

2.1.25. 
(1) =, =e  ⇒   =   ⇒   = 

(2) =   ⇒   = ⇒   =   ⇒   =  ⇒   =  

(3) ===   ⇒     =  ⇒    =  ⇒    =

                ⇒    =  ⇒   =  ⇒   =  

연습문제로 보내기2.1.26. (3.1) .  
풀이 라그랑주 정리 정리 에 의하여 ( ) ( 3.1.10)  의 항등원이 아닌 원소 에 대하여 〈〉의 위수는 홀수  의 약수

이므로 즉2( ,    가 될 수 없다 그러므로 ) . 는 역원  은 와 다르다. 
따라서     ⋯   

  ⋯  
 이고 모든 원소의 곱은 

  ⋯ 
   이다. 

항등원이 아닌 원소 2.1.27.  중에서    인 원소가 없다고 하자 또한 모든 원소의 역원이 유일하므로 . 
임의의 원소  ∈  에 대하여       이거나   ∩   ∅이다 그러면 . ≠  이므로 
   이다 따라서 .   는 짝수가 되어야 한다 그러므로 .  는 홀수가 되어 모순이다. 

따라서 항등원이 아닌 원소    중에서    인 원소가 존재한다. 
별해( )    이므로      ⋯   이라 하자. ≠ ∈ 에 대하여 ≠  이므로    이다. 

이러한 원소 를 모두 제거하면 짝수개가 줄어들음으로        ⋯     ≥ 가 되어야 하므로 

따라서 항등원이 아닌 원소    ≤  ≤  는 
  가 되어야 한다. 

 == 연습문제 (2.2) == 
2.2.1. ) ⅰ ∀  ∈  ,        ∈ 

   ) ⅱ ∃ ∈ ∀∈  ,                    
   ) ⅲ ∀∈   ∈                  

    ∴ 는 덧셈 아래서 복소수의 군 의 부분군이다.

2.2.2.  (1)   ∈      또는  라 하자. 
           이므로 ∈ 이다. 
       ∀  ∈  ,   


  or  ,    or  이므로      ∈을 만족한다.

부분군이다       .∴ 
    (2)   ∈       라 하자. 
       

     , 
       ∀ ∈  ,            

       ∀∈ ,     ⇒    이므로 
                             

   

이므로      ∈을 만족한다 부분군이다.    .∴ 

덧셈 항등원 2.2.3.   (1)   이  ′의 원소가 되지 못하므로 거짓이다.
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    (2)   인 항등원이  ′의 원소이므로 항등원이 존재한다.
         ∈ ′의 역원이 존재하지 않으므로(  인 가 없음 군이 아니다) . 
     

2.2.4.  ( 는 항등원은 ,*)  이고     인 군이다. 
( 가 순환군이면 적당한 원소 ,*) ∈ 에 대하여  〈〉이다. 
     ∀ ∈,           인 와 를 선택하자. 
 

 ∈가 되어야 하므로     를 선택할 수 있다. 
즉,        이라 하면              이 성립하므로 
   〈〉가 되어 순환군이 된다. 
또한        이라 하면                  이 성립하므로 
   〈 〉가 되어 순환군이 된다. 
참고 군 ( : 은 항등원이 이고 생성원이 인 순환군이다 이때 0 1 . 

의 항등원이 이므로 생성원이 인 순환군임을 추측할 수 있다1 0 .)–

2.2.5. (1)   이므로 ∈이다.       
      ii)  ∈라 하자 그러면 .     이므로     이다.
                              

이므로  ∈이다 따라서 .  는   의 부분군이다 .

    (2)     ⇒         ⇒      ⇒      

    ⇒      ⇒   

           ∴ ∈

별해( )       ⇒                     ⇒     

        ∴ ∈

2.2.6. ) ⅰ ∀∈ ,            ∴ ∈

    )ⅱ ∀∈ ,    ,   이므로 
                      ∴ ∈

   i) ⅱ        ⇒        ∴   ∈

    ∴   

2.2.7.  (1)     
 

∈  
         ∀  

 
∈ ,     

 

 

 

    
 

∈    ≠ 

         ∀  
 

  ′ ′
 ′ ∈ ,      

   ′ ′
 ′   ′ ′  ′

 ′ ∈  (′′  ′′ ≠ )
      ∴  의 부분군이다.

하지만         ′ ′
 ′   

 
  ′ ′  ′

 ′ ≠  ′ ′  ′
 ′    

   ′ ′
 ′

        ′  ′ ≠ ′  ′ 이므로 가환이 아니다 .

임의의 원소  (2)  ∈ 에 대하여  가 부분군이므로  ⊂  이고   ⊂ 이다. 
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그리고 모든 원소 ∈ 에 대하여    ∈    ∈  ⇒  ⊂  이고  ⊂  이다. 
따라서      이므로  ⊂ 이다. 

한편 임의의     
 

∈에 대하여   
 

     
 

이다 그러면 .  
                   

    
 

∈  
 

     
 

이므로 적당한  ′ ′
 ′ ∈ 에 대하여 

                    
    

 
  ′ ′

 ′   
 

이므로  









  ′  ′
   ′  ′

  ′
    ′

이다 여기서 .   이어야 한다 따라서 .   
 

   
 

∈ 이므로  ⊂  이다. 

그러므로    가 되어  의 부분군이다. 
      

2.2.8.  ⇒   ⊂ 이라 하자 그러면 . 
                       ⋅∈ ⊂ 

이므로 적당한 정수 ∈가 존재하여   이다 따라서 .    이다 .
⇐    이라 하자 그러면 적당한 정수  . ∈가 존재하여   이다 따라서 임의의 원소 . ∈에 대하여 
                          ∈

이므로   ⊂ 이다. 
   ∴   ⊂ 일 동치조건은 이 의 약수이면 된다.

2.2.9. 와  는  의 부분군이다 그러면 부분군이 개 밖에 존재하지 않으므로 원소 . 2 ≠ ∈ 가 생성원인 순
환군 〈〉은  가 되어야 한다 즉. , 〈〉     이다 이때 .  가 합성수이면 자연수  ′   ′     ′
이 존재한다 그러면 다음과 같은 개의 부분군이 존재한다. 3 . 
                            〈〉   ⋯  ′  〈〉
이것은 부분군이 개에 모순이다 그러므로 2 .   는 소수이다.

2.2.10. 
∀  ∈ℤ  ℤ, ∃  ∈ℤ  ℤ                  

          ∴ 항등원 존재 
∀   ′  ′∈ℤ  ℤ,     ′    ′   ′    ′∈  

        ∴  ℤ  ℤ 는 의 부분군ℤ

2.2.11.  ∈ ,  ∙    ,   ∈

   ∀  ′′∈ , ′′   ′ ′   ′  ′  ∈

이므로         

절 참조2.2.12. (2.3 2.3.5 ) 
순환군  (1)  〈〉   ⋯ 의 모든 부분군은 순환군이다 정리 부분군을 ( 2.3.5). 〈〉    ⋯ 라 

하자.  ∈〈〉에 대하여 gcd   또는 이다. 
  gcd  인 경우 그러면 적당한 정수 .  ∈에 대하여     이다. 〈〉⊂〈〉은 분명히 성립한다.
임의의 원소 ∈〈〉에 대하여 
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                            ∈〈〉
이므로 〈〉〈〉  이다 따라서 . 는  의 생성원이다. 
  gcd  인 경우에는   ′이므로 
               〈〉〈′〉  ′ ′ ′  ≨〈〉
이 되어 생성원이 될 수 없다 그러므로 .  의 서로 다른 생성원의 수는 지수가 와 서로소일 때 생성원이 된다9 . 
생성원은       로 개이다6 .

항등원이 아닌 원소의 지수 개가 모두 와 서로소가 아니고 개가 서로소인 쌍이 기약생성원이 된다 하지  (2) 2 9 2 . 
만 
      〈 〉〈〉이므로 개로 된 기약 생성원은 존재하지 않는다2 .
     

2.2.13. (1)      ⋯   의 부분군은 모두 순환부분군이므로 모든 부분군은 다음과 같다.
   〈〉 , 〈〉〈〉〈〉〈〉  ,  〈〉〈〉      , 〈〉〈〉    , 
   〈〉〈〉   , 〈〉  이고 포함관계는 아래와 같이 생성원이 배수 약수 관계가 있으면 포함관계가 ( )
성립한다 예를 들면. ,   ⊂  ⊂  ⊂     ⊂  ⊂  ⊂  이 성립한다.

                          
항등원이 아닌 원소 개가 모두 와 서로소가 아니고 개가 서로소인 쌍이 기약생성원이 된다 문제 번(2)  2 12 2 ( 12 ). 

그러므로 에서 쌍마다 서로소인 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10             인 개의 쌍이 7
기약생성원이 된다. 

2.2.14.     ,  ∈  이므로     ∈    이다.  
      ∀  ∈     ∈ 이다 그러면 . ∀      ∈                ∈   이다.

그러므로 부분군 판정조건에 의해              이다 .

곱셈군 2.2.15.  (1)  ⋅에서     ,    덧셈군          (2)  에서           ,   

 == 연습문제 (2.3) == 
2.3.1 (1) gcd  이므로 정리 에 의하여 2.3.4  gcd


 개  

  (2)  






   이므로 의 원소수인 개 예 참조8 ( 2.1.5(4) )

정리 를 이용하자2.3.2 2.3.4 . 


 에서 〈〉           이므로 
  〈〉이다.   이다. 
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             gcd


     gcd


     gcd


 

   gcd


     gcd


     gcd


 

   gcd


     gcd


     gcd


 

   gcd


 

다이어그램 정리 을 이용하자 위수가 같으면 같은 부분군이므로 다음과 같은 개의 부분군이 존재한Hasse 2.3.11 . 4
다.
          위수 인 부분군  

  〈〉  〈〉  〈〉  〈〉
위수 인 부분군  〈〉  〈〉  〈〉  〈〉     위수 인 부분군  〈〉  위수 인 부분군  〈〉 

 

                            
 

따름정리 에 의하여 와 서로소인 원소이므로 생성원은 이다2.3.3  (1) 2.3.12 24 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 .
정리 에 의하여  (2) 2.3.4  gcd

 이므로 gcd  인 와 인 개이다4 20 2 . 따라서 위수가 인 원소는 . 6 2

개이다.

2.3.4 
(1)   이므로   이다 이 때 . lcm  이므로   가 되는 가 최소 양의 정수이다 따라서 .   이
다.

(2)  gcd


 이므로 gcd  인 양의 정수 이   가 되는 모든 이다 따라서 .   

이다.

2.3.5 와 서로소인 원소수는 오일러함수이므로      개

2.3.6 라그랑주 정리 (정리 3.1.10)에 의해 위수가 인 군6 (  의 진부분군의 위수는 뿐이다) 1,2,3 . 
위수가 이면 당연히 순환부분군이다 위수가 또는 이면 1 . 2 3 3.1.10에 의하여 와 은 소수이므로 순환부분군이다2 3 . 

연습문제 와 같은 문제2.3.7 ( 2.2.9 ) 

2.3.8 
 ℤ는 위수 인 순환군이므로 ℤ 〈〉  가 ℤ의 비자명 부분군이면 ≠ ∈ 에 대하여  가 소수이므로 
 gcd


 이다 따라서 .  〈〉⊂  ⊂  ⇒   가 되어 부분군은 과 ℤ뿐이다.

따라서  가 소수이면 ℤ는 비자명 진부분군을 갖지 않는다.

2.3.9.  (1)       
 



    
  

⇒      
 

,          
  



    
  

⇒      
 

이지만
                

    
  

    
 

⇒      
 

≠   
 
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(2)      
 



   
 

       
  



   
 

,          
  



    
  

⇒      
 

이지만
               

     
  

    
  

⇒     
 

 

2.3.10.    이므로 
                  

   
개

 ⋯  ⇒    
   
  개

 ⋯  ⇒  
   
  개

 ⋯   

이다 따라서 . 의 위수는 유한이고   이라면   ≦ 이다 같은 방법으로 .  ≦ 을 증명할 수 있다. 
따라서     이다.

2.3.11. 
  (1) 곱셈에 대한 교환법칙이 성립하므로            이다.

이제         라 하자 그러면 .   이므로 이다.
        이므로 ⇒ 이다.
        이므로 ⇒ 이다.
∧ 이고 gcd  이므로 lcm⇒ 이다. 
따라서   이므로     이다 그러므로 . 위수가 인 의 순환부분군 〈〉가 존재한다.
  (2) gcd    이고 lcm  이라 하자 이 때 .    ′   ′이라 하자 그러면 . gcd′′  이므
로 를 다시 분해하여   
                 gcd    ⇒ gcd′′  

을 만족하도록 인수분해하자 그러면 .  
                   




′′
 ′′  ′′  ′′

이다 또한  . 
 

′
 ′ 

 

′
 ′ 정리 이다 그러면 에 의하여 ( 2.3.4) . (1)

                 


  ′′  ′′    lcm

이다 따라서 . 위수가 lcm  인 의 순환부분군이 존재한다.

2.3.12. (1) ℤ  ℤ  ℤ ⇔ gcd    임을 보이자. 
 ∈    이므로   ′   ′인 정수 ′ ′이 존재한다 그러므로 .   이고    이다 .
(2)  ∈    이므로     인 정수   가 존재한다 그러므로 . ′  이고 ′  이면 적당한 정수 ′ ′
가 존재하여   ′′   ′′이다 따라서 . 
                        ′′  ′′  ′′  ′

이므로 ′  이다. 

2.3.13. 
순환군 (1)    의 부분군     ,     ∈ℕ에 대하여

      의 최소공배수   lcm는     ∩      =   라 정의한다.
(2) lcm gcd

 이므로 gcd  일 때 lcm  이 되므로
은 서로소일 때 성립한다.
(3)   gcd라 하자 그러면 .   ′   ′gcd′′  이다.
 lcm  lcm′′   lcm′′  ′′
⇒  ∙ lcm  ′′  

∴gcd∙ lcm  
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2.3.14. (1)   이므로 ∈  ′∈ 이고,  ′  ∈이다 분명히 .    ∈ 이다. 
   ′  ∈ 에 대하여 
          ⋅ ′        ∈  이다.
∴    

(2)      에서     ⇔     정리 임을 보이자( 2.3.11(2)) .
함수    →      ′  을 생각하자 전사임은 분명하다. . 
           ′ ⇒    ′  ⇒         ′   ⇒   ′
이므로  는 단사함수 이다 따라서 .  가 전단사함수가 되어    이다.  는 유한순환부분군이므로 정리 

에 의하여 2.3.11(2)    이다. 

2.3.15. 
   = ab  ,             
             , 
              , 
               ,
이므로 
    = b
⇒  ∙   =  ∙   (∵∈ 는 군 , G )
⇒  = e
의 위수가 라면 정리 에 의하여 2.3.3 이다 은 소수이므로 . 31    이어야 하는데 는 항등원이 아니므로 
 이다= 31 .

2.3.16. 
  〈〉라 하자. 
〈〉  〈 〉이고 가정에서 단 하나의 생성원을 가지므로 ,    이다 즉. ,        이다. 
그러면                ≥ 이므로    이다. 

2.3.17. (1) ∈에 대해  ≦ ,  ≦ 이다. 
   이므로   이다 따라서 . ∈이다.
              이므로   ≤ 이다 따라서 .  ∈이이다.
따라서  ≺ 이다.

(2)   일 때      이므로 ∈ 이다. 
     ∈이면 적당한 음이 아닌 정수  에 대하여     이다. 
   lcm     lcm    lcm     정리 이고 ( 2.3.16) 가 소수이므로  ∈이다. 
따라서   이다. 

2.3.18.    ∈     ∞라 하자. 
항등원의 위수는 이므로 유한위수를 갖는다1 .  ∈이다. 
    ∈라 하면 적당한 자연수 이 존재하여   이므로,   이다. 
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           
  

 

이므로    ∈이다. 
    ∀  ∈ 라 하면 적당한 자연수  이 존재하여      이므로        이다. 
                     (는 가환군)
이므로   이다 따라서 . 의 위수는 유한위수이다.
∈가 되어     이다. 

위수 2.3.19. 인 유한순환군 에서 이 의 양의 약수일 때 방정식 ,   는  내에서 정확히  개의 해가 존
재함을 보여라.
풀이( ) =〈〉라 하자.   이고 이다 그러면 자연수 .  ′이 존재하여   ′이다. 

이때  의 부분군 〈 ′〉은 위수는  ′ gcd′


 이므로 위수 인 부분군이 반드시 존재하고 유일하다 정(
리 그리고 위수 2.3.10). 인 부분군의 서로 다른 개의 원소는 방정식   의 해가 된다. 

한편   ∈〈〉〈 ′〉가   의 해라고 하면 정리 에 의하여 2.3.3
             ⇒    ⇒  ⇒     ′∃∈ ⇒   ′
이다 그러면 .    ′∈〈 ′〉가 되어 모순이다 따라서 .   의 해는 꼭 개를 가진다. 

 == 연습문제 (2.4) == 
2.4.1.                    이므로         이다. 
(1)   =  

 
 
 

 
    

(2)   ⋅            = 
 

 
 

 
    

(3)   ⋅   
(4)   ⋅  

다음 물음에 답하라2.4.2. .
(1) ∈과 원소  ∈       에 대하여 ∼ 일 필요충분조건을 적당한 ∈에 대하여    라 
할 때 관계 ∼은  위에서 동치 관계임을 보여라 .

연습문제 번의 치환 (2) 1    에 의한 동치관계에서 각 각의 상집합 을 구하라 .  

풀이( )
임의의 원소 (1) ∈에 대하여    이므로 ∼ 

∼ 라 하자 그러면 적당한 정수가 존재하여 .    이다 그러면 .     이므로  ∼ 이다. 
∼   ∼ 라 하자 그러면 적당한 정수 .  에 존재하여         ⇒          이므로 
∼ 이다 따라서 . ∼은  위에서 동치관계이다 . 

(2)                       

서로소인 순환치환 2.4.3.      호환의 곱 .        

2.4.4.  (1)      ,     ,    ,       

(2)        ,                    

    이므로      이다.
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  이므로      이다.

(3)         이다.     이므로         이다.
      

     이다.

2.4.5. (1)         이고  lcm  이다.
  ∙ 이고     이므로  이다.

(2)    이므로   이다.
(3)                 

2.4.6. (1)        

(2)      ⋅      

2.4.7.                    lcm  

을 고정하고 나머지 개의 원소가 대 대응하므로 원소수는 2.4.8.  (1) 3 3 1 1   과 같다. 
과 같이 가 로 고정하고 나머지 개 정의역은 (2) (1) 2 5 4 (     공역은 ,     의 원소가 대 대응하므) 1 1 

로  원소수는   와 같다. 

2.4.9. (1)   ∈  라 하자 항등사상 . ∈ 에 대하여    이므로 ∈ 이다. 
 ∈ 에 대하여      이므로     이다 따라서 .  ∈ 이다. 
또한     이므로  ∈ 이다 그러므로 .    이다.

(2)  (1)   ∈  ⊂ 라 하자 항등사상 . ∈ 에 대하여     ⊂ 이므로 ∈ 이다. 
 ∈ 에 대하여  ⊂   ⊂ 이므로  ⊂  ⊂ 이다 따라서 .  ∈ 이다. 
하지만    ⊂ 은 가 무한집합이면 거짓이므로   이다.

반례 ( )           ⇒     ∪⊂   .

회전이동 변환을 한 원소에서는 한 꼭짓점을 기준으로 다른 꼭짓점까지 원점을 중심으로 2.4.10. 

 만큼씩 회전시
킨 형태 위수 ( 인 순환군이 됨 이다) . 
선대칭변환에 관한 원소는  

  이 짝수이면 꼭짓점 꼭짓점- (
 개 변의 중점 변의 중점)/ - (

 개),
  이 홀수이면 꼭짓점 변의 중점- (개)
을 기준으로 도형이 절반으로 나눠지도록 대칭축에 의해 대칭 시킨 형태이다 이 원소의 위수는 이다. 2 . 

모든 2.4.11.  에는     이 포함되어 있으므로
           ≠     이므로 은 가환군이 아니다.

2.4.12.        ⇒    ⇒    ∴ 는 단사
      ∀  ∈     ∈가 존재, 
                  ∴ 는 전사
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       ∴는 전단사 함수이므로 는 치환이다.

2.4.13.  ∀∈ ∈            

 항등원 ∈

      ∀ ∈    ∈ 

                          

∴  ∈

                     

             

⇒       

⇒     ∈

          ∴부분군판정조건에 의하여 는 의 부분군이다.

2.4.14. (1)      ⋯   이라 하자.
 (⇒) 이 홀수라 하자 그러면 .     ⋯   ⋯     ∴ 은 홀수 

                  ∴ 은 순환치환
 (⇐) 이 짝수라고 하자 이때. ,       ⋯         ⋯   이 되어 순환치환이 아니다.

가정에 모순이므로                 은 홀수이다. 
    (2)  가 의 배수일 때 gcd


 이므로   은 순환치환이다. 

       가 의 배수가 아닐 때, gcd


 이다.    ⋯  으로 이루어진 길이 위수( ) 인 치환은 

이 소수이므로 순환치환뿐이다 따라서 . 는 순환치환이다. 

별해( )  는 길이가 인 순환치환이므로  이다 그러면 . 〈〉 이다.
〈〉〈〉이므로 〈〉은 의 약수이다. 은 소수이므로 〈〉  or 이다

   〈〉 인 경우에는   이므로 길이가 인 순환치환이다1 .

   〈〉 인 경우에는 을 서로소인 순환치환의 곱    ⋯ 으로 나타낼 수 있다 정리 그러면( 2.4.12). 

                 ⋯  ⋯ 

이다 이때 . 이 소수이므로     ⋯  이어야 한다 따라서 .   이 되어 길이가 인 순환치환
이다. 

2.4.15. 를 서로소인 순환치환의 곱    ⋯ 으로 나타낼 수 있다 정리 그러면( 2.4.12). 

                        ⋯  ⋯ 

이다 이때 . 가 소수이므로     ⋯  이어야 한다 따라서 .   이 되어 길이가 인 순환치환이
다. 

2.4.16.    인 경우    ⋯      ⋯      이다. 
   인 경우    ⋯      ⋯      이다. 
   인 경우    ⋯      ⋯      이다. 
   ⋯

  인 경우    ⋯        ⋯     이다. 
  인 경우    ⋯        ⋯    이다. 

한편 임의의 서로 다른    ∈  ⋯   에 대하여 
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                    ⋯               ⋯         

이다 따름정리 에 의하여 임의의 치환은 호환의 곱으로 나타낼 수 있으므로 모든 치환은 . 2.4.13     ⋯ 

에 의하여 생성된다.
 
2.4.17. 
정사면체 군 ( 은 정사면체) 의 각 꼭지점과 대면의 무게중심을 지나는 직선을 축으로 하는 회전변환과 각 

선분의 중점과 평행인 선분의 중점을 지나는 축으로 하는 회전변환을 원소로 갖는 집합이다.
원소는 다음 과 같이 개가 있다 12 . 

                                   

  제자리 항등변환( ) ,       
   

  

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  꼭지점 축  회전변환 ,       
   

   

  선분 중점과 선분   중점 축 회전변환 ,       
   

    
  선분 중점과 선분   중점 축 회전변환 ,       

   
    

  선분 중점과 선분  중점  축 회전변환 ,       
   

    
                          에서 연산을 함수 변환 의 합성으로 주면 교대군 ( ) 가 된다.
따라서   ≅  즉 ,  는 의 부분군 와 동형이다.

 == 연습문제 (3.1) == 
3.1.1. 잉여류 :   ⋯       ⋯

    ⋯       ⋯
    ⋯       ⋯
    ⋯       ⋯

,  

지수            : 4
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3.1.2. 잉여류 :   ⋯       ⋯
    ⋯       ⋯

,  
지수           

3.1.3. 잉여류 :         
         

, 
지수      : 2

3.1.4.           
           
           

지수       

3.1.5. 좌잉여류를 먼저 구하자 . 
         〈 〉  

        〈 〉   
        〈 〉      
        〈 〉      
         〈 〉     

  〈 〉     
 

이므로 좌잉여류는 모두 
       〈 〉  ,   〈 〉     ,  〈 〉     

로 개이다3 . 
다음에 우잉여류를 구하자  . 

       〈 〉   〈 〉    〈 〉      〈 〉      〈 〉       〈 〉       

 

이므로 우잉여류는 모두 
       〈 〉  ,  〈 〉      , 〈 〉      

로 개이다3 . 
지수는         〈〉〈〉


 


 

3.1.6.   이므로 의 진부분군의 위수는 이다 라그랑주 정리 ( 3.1.10).
) ⅰ  .  이므로 항등원을 생성원으로 하는 순환군이다.
)ⅱ  .  이면 항등원이 아닌 원소의 위수가 이므로  〈〉가 성립하여 순환군이다 정리 ( 3.1.16).
)ⅲ   와 동일한 이유로 순환군이다. .ⅱ

3.1.7.  ≠ ∈ 에 대하여 〈〉는  의 부분군이므로 〈〉  이고 순환군이다 만약 유한군이 아니면 부분군 . 
〈〉은 〈〉≨〈〉≨〈〉이므로 가정에 모순이다 따라서 .  는 유한군이다 또한 .  의 위수가 합성수 
     라 하면 위수 인 부분군이 존재 정리 하여 가정에 모순이다 따라서 ( 2.3.4) .  의 위수는 소수
이다. 

3.1.8. I) ∀∈    ∈ 이므로 ~  반사관계 성립 ( )
II)  ~ 가 성립한다 하자 그러면  .  ∈이다. 
  가 부분군이므로        ∈  
      ~  대칭관계 성립( )
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III)  ~ ,  ~ 가 성립한다 하자 그러면 .  ∈ ,  ∈ 이다 . 
가 부분군이므로      ∈  
  ∼  추이관계 성립( )
관계~은 위에서 동치관계이다.

같은 방법으로 관계     ~은 위에서 동치관계임을 증명할 수 있다.

3.1.9. 
가 의 부분군이면 ∈이므로 적당한 ∈ 에 대하여   이다 그러므로 .    ∈가 되어 정리 3.1.7
에 의하여   가 되어 모순이다 따라서 . 는 의 부분군이 아니다.

별해( ) 는 의 분할 정리 이므로 ( 3.1.1)     or ∩  ∅이다.
이므로 ∩  ∅이다 따라서 . ∈이고 ∈이다.
∴

3.1.10. 정리 ( 3.1.5) 함수    →    라 정의하자 정의에 의하여 분명히 전사함수이다. . 
다음에 군의 소거법칙을 이용하면
             ′ ⇒   ′ ⇒   ′
이므로 는 단사함수가 되어 전사함수이다 따라서 .     이다. 

같은 방법으로      를 증명할 수 있다. 

3.1. 정리 군 11. ( 3.1.7) 의 부분군 와 원소  ∈에 대하여 다음을 증명하라.
(1)       ⇔     ∈    ⇔     ∈

(2)       ⇔    ∈      ⇔    ∃∈   

(3)       ⇔    ∈      ⇔    ∃∈   

(4)        ⇔    ∈

풀이( ) (1)        ⇔     ∈를 증명하자.
⇒    이라 하자. ∃ ′∈   ′ ⇒    ′
                ⇒    ′∈ ∴ ∈

⇐  ∈이라 하자. ∃∈     ⇒    ∧   

      ⊂ ∀′∈ ′  ′∈ ⇒  ⊂ 
⊃ ∀′∈ ′   ′∈ ⇒  ⊂ 

∴  

      ⇔   ∈도 위와 같은 방법으로 증명할 수 있다. 

      (2)       ⇔    ∈를 증명하자.   
⇒    이라 하자.  ∈이므로 ∴∃∈   ∈

⇐  ∈이라 하자. ∃∈   이다 그러면 위 의 증명과 같이 . (1)   을 증명할 수 있다. 
      ⇔  ∃∈   도 위와 같은 방법으로 증명할 수 있다. 

      (3)   이므로 번과 같다(2) .

에서       (4) (3)   이면 성립한다.

3.1.12. (1)   
⇒    
⇒    

            
⇒      
⇒      

             
⇒      
⇒      
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              
⇒    
⇒    

           
⇒      
⇒      

           
⇒      
⇒      

이므로            이다. 
(2)  에 의해서 성립함을 확인할 수 있다(1) .
(3)   

⇒        
⇒        

            
⇒        
⇒        

             
⇒        
⇒        

      
⇒       
⇒       

             
⇒       
⇒       

             
⇒       
⇒       

이므로 모든 ∈에 대하여    이다. 

별해( )      이므로 뒤 문제 에 의하여 (3.1.14) 모든 ∈에 대하여    이다. 

3.1.13.  ∀∈ ⇒               ∈∵    ∈ 
⇒  ⊂ 

∀∈ ⇒        ∈ ∵ ∈ 
⇒  ⊂ 

그러므로      이다. 

3.1.14.  ∈ ⇒     ∵ 정리 

∉ 인 경우에는  의 좌잉여류와 우잉여류 전체집합은 다음과 같다. 
                  ∼      ∼    

그러므로 ∪    ∪ ∩  ∩  ∅이므로 
                        

가 되어    이다. 

3.1. 정리 15. ( 3.1.18)     일 때,  의 좌잉여류 전체 집합을   ⋯ 이라 하자 그리고. 
    일 때,  의 좌잉여류 전체집합을   ⋯ 이라 하자 이때 .     ⋯   ⋯가 
 의  의 좌잉여류 집합임을 증명하면        이 성립한다. 
              ∪  

   ∪  
 ∪  

   ∪  ⋯   ⋯

이고  ∩′′ ≠ ∅이라 하자 그러면 .   ′′′  ′∈ ′∈ ′∈ 가 존재한다 그러므로 . 
 ′′∈ 이므로   ′′′∈∩′이다 따라서 .   ′ 이다 잉여류의 정의에 의하여 .   ′이다. 
              ′′′ ⇒   ′′ ⇒   ′′∈∩′
이므로 잉여류의 정의에 의하여   ′이다 따라서 .   ′이다 따라서 . 
                                     ′′
이다 그러므로 .     ⋯   ⋯가  의  의 좌잉여류 집합이 되어        이 성립
한다. 

3.1.16. (1)     
∴  or  or  or  or  or 

  ⇒     ≠  이 되어 모순이다. 
  ⇒      ≠  이 되어 모순이다. 
  ⇒     ≠  이 되어 모순이다. 
  ⇒      ≠  이 되어 모순이다. 
  ⇒      ≠  이 되어 모순이다. 
    ∴ 
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별해( )      gcd

 이므로   ⋅gcd 이다 이때 . gcd    또는 또는 뿐이다 2 4 .

 gcd   일 때    ∙   이다 이때 . gcd  이므로 모순이다.
 gcd   일 때    ∙   이다 이 때 . gcd  이므로 모순이다.
 gcd   이어야 하므로    ∙   이다. 

(2)            

              

              

                

⇒   

⇒   

  의 위수는 라그랑주 정리에 의하여 또는 이다1 31 . 가 항등원이 아니므로 의 위수는 이다31 . 

(3)    이고      이다 그러므로 . 
           ⇒   

이 때 은 소수 이므로 , 3 ∴    

라그랑주 정리에 의해     또는    이다. 가 항등원이 아니므로 의 위수는 이다3 . 

(4)   gcd 


gcd  

 이다. 은 홀수이므로 gcd     이다.
따라서   이다.
별해( )    라 하자 그러면 , .      ⇒ ∵정리 이다. 이 홀수이므로 이과  ≦ 이므로 

  이어야 한다.

(5) 의 위수가 소수이므로 라그랑주 정리에 의해   의 부분군의 위수는 또는 1 이다.
  가 항등원이 아니므로    ∴ 

별해( )    이라 하자 그러면 .   이다 따라서 . 이다 정리 이 때 ( 2.3.3). 가 소수이고 가 항등원이 아니므
로   이다 따라서 .   이다.

3.1.17. gcd   이므로 ∩는 라그랑주 정리에 의해
      ∩  ∩  ⇒ ∴∩ 

이는       ∩ 이므로
      ∴∩  뿐이다.

별해( ) ∀∈∩ ,  라 두자 라그랑주 정리에 의하여  . 
          ⇒        이고

 ⇒    
⇒   

 이므로   이다.

3.1.18. 라그랑주 정리에 의해   or  or  or  이다 . 는 순환군이 아니므로 ≠ 

           ⇒    ⇒   
  ⇒    ⇒   
  ⇒   

 

∴모든 ∈에 대해서   이다.

3.1.19. (1) ∩ ≠ 이라 하자.  ≠ ∈∩가 존재한다. 
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  이고 가 소수이므로      이다 .   ∈ 이므로     ⊂ 이다.
그러므로  ⊂ 이다.

(2)  ∩인 경우. ∪   ∩          

≠ ∩인 경우. ∃ ≠∈∩에 대하여 ∈이고 ∈이다.
    가 소수이므로      이고      이다.

따라서            이다 .

(3) ∈∩에 대하여 
             ∈   or 이고 ∈   or 

이다.   는  ≠ 이므로   이 되어   이다. 
따라서     ∩  이고 

    ∪   ∩    

(4) ∀∈∩에 대하여 〈〉  ∧ 〈〉  이다 .
라그랑주 정리에 의해      ∧ 이므로  gcd 이다.
따라서      이므로   이다 따라서 .  ∩   이다 .

          이므로   ⊂ 이다 또한 . 

            ∩ 

   
   ∵∩   정리  ( 3.1.14)

이므로   이다.

3.1.20. (1) 
   이므로 임의의 ∈에 대하여      ∵라그랑주 정리 이므로   이다. 

(2)  
 이므로 ∀∈

  

       ∵라그랑주 정리 

 == 연습문제 (3.2) == 
3.2.1   ≡ ≡  mod 

    ker   ∈    ≡ ≡  mod 
 ∈    ≡  mod 
 

         ∈  ≡  mod  ∈  ≡  mod  ∈  ≡  mod    

3.2.2.  ker   ,   

    ker   ∈    ≡ ≡  mod 
 ∈   ≡  mod 
 ∈   ≡  mod 
  

      ∈     ∈                    

3.2.3. (1)∀∈에 대하여            이므로 는 준동형사상이다.
(2)         ∈〈〉
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    ker   ∈      ∈      가 유한
 가 무한

3.2.4. (1) ∀∈,        

          ∴ 는 준동형사상
  (2) ∀ ∈ ,     ⋯  ⋯   

   ⋯  ⋯    ⋯ ⋯ 

 

          ∴ 는 준동형사상
반례  (3) ( )   라 하자. 

                    이고,               이므로 
           ≠     이다. ∴ 는 준동형사상이 아니다.
 
3.2.5. (1)      ∈ 이므로    ≦  이므로 도 유한이다 한편 정리 에 의하여. 3.2.22
                    ∈     ∈        

이므로  는 의 약수이다. 

(2)     ′이고,  ′이 유한이므로 도 유한이다 라그랑주 정리에 의해 .  ′이 성립한다.

존재한다3.2.6.  (1) .
      기치환 ∈ 

  우치환 ∈ 

존재한다(2) .
      기치환 ∈ 

  우치환 ∈ 

(3)   ≠ 라 하면   ⋅     ⇒   이 되어 모순이다 따라서 비자명 준동형사상은 존재하. 
지 않는다. 

다음 준동형사상의 개수를 구하여라 참조 항등원과 생성원에 대하여 생각하라 3.2.7. . [ : .]
  (1)    →                     (2)    → 

  (4)   →                       (4)    → 

  (5)    →  ×                   (6)    ×  → 

  (7)    →  ×                 (8)    ×  → 

풀이 ( ) 풀이( )  〈〉  〈〉이므로 생성원 의 상 1 의 개수가 준동형사상의 개수이다 한편 .   이므

로 ∈에 대하여     ⋅  을 이용하여 준동형사상의 개수를 구하자.

(1)   라 하자.  ≡ ≡ ⋅≡ ≡ mod 이므로        이 개이다6 . 

별해 문제 에 의하여 준동형의 개수는    ( ) 3.2.9 gcd  개다. 

(2)   라 하자. 

            ≡ ≡ ⋅≡ ≡ mod  ⇒ ≡ mod  ⇒ ≡ mod 

이므로      로 개이다4 . 

별해 문제 에 의하여 준동형의 개수는    ( ) 3.2.9 gcd  개다. 

(3) 에서 항등원은 밖에 없으므로 0          이 개이다8 . 

정리에 의하여 (4)   이다 그런데 . ∣ ∣ ≦ 이므로 의 유한 부분군이다.
에서 유한인 부분군은 뿐이므로   밖에 없다 결국 준동형사상의 개수는 영사상으로 개이다. 1 .
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(5)   ∈ × 라 하자 임의의 .  ∈에 대하여 

                        

이므로 준동형의 개수는 정수개 가부번 이다( ) . 

(6)   × 의 생성원         의 상       라 하자. 
임의의  ′′∈ × 에 대하여 
      ′′    ′ ′    ′    ′ 

  ′′    ′ ′    ′    ′ 
⇒  ′′   ′′

이므로 준동형의 개수는 정수개 가부번 이다( ) . 

(7)      일 때,  ≡ ⋅   ⋅     이므로

≡  mod 
 ≡  mod 

에서     
    

이 성립한다 따라서 생성원이 될 수 있는 가짓수는 .  ×   가지 이다.

(8) ∀  ∈       이고, 
           ≡  ≡ ⋅ ≡  mod , ∴≡  or  mod 

           ≡  ≡  ⋅≡  mod , ∴≡  or  mod 

       ∴  ≡  or  or  or   mod    ∴ 개4

3.2.8.  I)   일 때

            ⋯   
    ⋯     

            ⇒    
   

결국 임의의 , ∈에 대하여   이므로 준동형사상은 개다.

전사 군준동형을 찾아보자    II) .   일 때 전사이므로 , ∃∈ 에 대하여   이다 그러면 .    이 
성립하고 결국 ,   이 된다.     뿐이므로 따라서 전사 준동형사상인 함수 는 개 뿐이다2 .

동형사상을 찾아보자 우선 위의 전사인  III) .   와    인 경우를 모두 살펴보면 각각   이고, 
   이다 이런 함수들의 . ker는 당연히 뿐이다 주어진 함수 두 개는 모두 단사이므로 함수 . , 는 동형사
상일 경우 가지가 존재한다2 .

 3.2.9. 가 준동형사상이라 하고, gcd  라 하자. 
                    ≡ ≡ ⋅≡  mod 

       


≡  mod 


이고, ≡  mod 




       ∴ ≡   





 ⋯ 

 
mod   ∴ 개다.

3.2.10.  ( ) ⇒  가 전사함수라 하자 그러면 적당한 . ∈가 존재하여   이다 그러면 . 
       ≡ ≡ ⋅≡ ≡ ⋅ ≡  mod  ⇒    ⇒ 

이므로  이다
 ( ) ⇐  이라 하자 그러면 . gcd  이므로 위 문제 에 의하여 함수3.2.9
               →  ,    


 

인 군 준동형사상이 존재한다.  ≦ 이므로 분명히 전사함수이다. 
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 3.2.11. ⇒ 가 가환이라고 하자.
                    

   
   
 
 

              ∴  ∈ker

 ⇐ 
  ∈ker이라 하자

                   
   
   

                이므로 는 가환이다.

3.2.12. (1)     이라 정의하면 잘 정의된다 .
   ′
     ′
     ′
이므로  는 단사함수이다.

∃  ∈  , ∃∈  ,    이므로 는 전사함수이다.
  ′     ′

       ′
       ′ 이므로 

준동형사상이다  .
따라서 는 동형사상이다.

       (2)     인 정수 이 없으므로 전사가 아니다 따라서 .  는 동형사상이 아니다.

별해( ) (1)      
    
  

         ∴는 준동형사상
      ker  ∈ℤ        

          ∴ 는 단사함수
      ∀∈ℤ에 대해    인  ∈ℤ가 존재한다.
      ∴는 동형사상이다.

   (2)   이므로     이다.
     ∈ℤ이지만  ∉  이다.
     ∴ℤ ≠     

∴ℤ ≠ 

3.2.13. (1) ker  ∈     


  ⊃ ∈ 


     ≠ 

ker≠ 이므로 는 단사함수가 아니다.
따라서 주어진 사상        는 동형사상이 아니다.

(2)   




  인 가 존재하지 않으므로 전사함수가 아니다. 
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왜냐하면   




  인 가 존재한다고 하자 그러면 .  ′  일 때     ⇒ 는 상

수함수이다 그러면  .    ′   ⇒   




  이 되어 모순이다. 
따라서 주어진 사상     는 동형사상이 아니다.

(3)   

 












 이므로 는 항등함수이므로 전단사함수이다.

   는 준동형사상이므로 는 동형사상이다.

군 3.2.14.  위수    소수 이므로 순환군이다 따라서 생성원 ( ) . ∈ 가 존재하여  〈〉이다 이때 함수. 
              〈〉→ 〈〉       ⋯   

는 가  의 생성원 따름정리 이므로 자기동형사상이 된다 따라서 자기동형사상은 ( 2.3.12) .   개다. 

3.2.15.     →  ,     이라 하자.
                 ′ ⇔     ′   ⇔   ′
이므로 함수의 잘 정의되고 단사함수이다.
              ∀∈ ∃  ∈           

이므로 전사함수이다. 
                                

가 되어 준동형사상이다.
따라서      는 동형사상이다.

3.2.16.        →    ∘   라 하자. 
               ′∈       ′ ⇒    ′ ⇒   ′
이므로 단사함수이다.
              ∀ ∈          

이므로 전사함수이다.
            ∀∈        

    
   
 ∘ 

이므로  는 준동형사상이다 따라서 .    와   ∘는 동형사상이다.

3.2.17. (1) 가 준동형사상이 되려면 *       이어야 하므로 
      ∀  ∈   에 대하여      라 하면

              ⇒          

가 된다 따라서 . 
                          

따라서 *     로 정의하면 는 준동형사상이 된다.

 (2) 가 준동형사상이 되려면 (*                이어야 하므로 
         (*)       

            * =    

따라서 *      로 정의하면  는 준동형사상이 된다.

3.2.18. (1)  가 준동형사상이 되려면 *  ⋅    이어야 하므로 
      ∀  ∈   에 대하여      라 하면

              ⇒          
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가 된다 따라서 . 
                    

따라서 * ≡     로 정의하면 는 준동형사상이 된다.

  (2)   ∗    ∗        이어야 하므로     이고   이다.
                ∗             

이므로    이다.

별해( ) (1)        

                      

                        라 하자 . 
                      이다.
  (2)              ⇒          ⇒   이다 그러므로 항등원은 이다. 3 .
                  인 를 구해보자.     


  이다 . 

     에서 역원이므로 의 역원은 이고 의 역원은 이다 다른 정수에서는 유리수가 나오므로 1 1 3 3 . 
역원이 존재하지 않는다     .

3.2.19.  ∈ 에 대하여 함수    →      가 전단사임을 보이자. 
                         ′ ⇒    ′  ⇒   ′
이므로 는 단사함수이다 그리고 임의의 . ∈ 에 대하여 
                            

이므로 전사함수이다 따라서 . ∈ 이다. 
              ∈     →       ∀∈ 라 하자. 
함수    →    가 동형사상임을 보이자.

               ⇒    ⇒        ⇒      ⇒   

는 단사함수 이다 정의에 의하여 . 는 전사함수이다. 
다음에   가 준동형사상임을 보이기 위해 먼저   임을 보이자 임의의 . ∈에 대하여

                                 

이므로   이다 그러므로 임의의 .  ∈ 에 대하여
                        

가 되어, 는 준동형사상이다 그러므로 .  는 동형사상이 되어  ≅ 이다. 

3.2.20. 는 유한 가환군이고, gcd   일 때 다음을 증명하라, .
    (1)  위에서  함수    →    는 군동형사상임을 보여라.

임의의     (2)  ∈ 는   을 만족시키는  ∈ 가 존재함을 보여라.
풀이 임의의   ( ) (1)   ∈에 대하여 

                      
이므로 는 준동형이다.
  ∈ 라 하자. 
                 ⇒ 는 의 약수
한편 라그람주 정리에 의하여 는  의 약수이다 따라서 . 는 gcd    의 약수가 되어   가 되어야 한
다 따라서 . 는 단사함수이다. 
   는 유한 집합이므로 는 전사함수가 되어야 하므로 는 동형사상이다. 
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에 의하여 (2) (1) 가 전사함수이므로 임의의  ∈ 는   을 만족시키는  ∈ 가 존재한다. 

3.2.21.      ∵∈∩  이므로   ∼ 이다 따라서 반사관계가 성립한다.  .
         ∼  일 때 , ∃ ∈ ,     이다 그러면  .            이므로  ∼  이다 .
따라서 대칭관계가 성립한다.
         ∼   ,  ∼  일 때 , ∃ ∈ ,      ,     를 만족한다.

                           

이므로  ∼  이다 따라서 추이관계가 성립한다 . .
그러므로 켤레관계 는      ~  위에서 동치관계이다 .

3.2.22. 가 전단사함수이므로         이다 따라서 .  ∈ 에 대하여 
                                

이므로 는 준동형사상이다 다음에 . ∈ker라 하자. 
                           ⇒      ⇒   

이므로 는 단사함수 이다.
임의의   ∈에 대하여   ∈ 이므로

                                    

가 되어 전사함수이다 따라서 . 는 동형사상이다. 

 == 연습문제 (3.3) == 
3.3.1. (1)          이므로 잉여군의 위수는     

∣∣
 


 이다.     

(2) ∣〈  〉∣    이므로 잉여군의 위수는 ∣ × ∣∣〈 〉∣  


 이다.  

(3) ∣〈  〉∣        이고 ∣ × ∣  이므로

       ∣ × ∣∣〈  〉∣  


 이다.

(4) ∣ × ∣  , ∣   ×   ∣  lcm    ×   이므로    ×   

∣ × ∣
 


 이다.

3.3.2.         이므로 
  의 위수는  ×       


 의 약수 중에 있다1, 2, 3, 4, 6, 12 . 

        ∉     ∉     ∉  
  ∉     ∉  

이므로 위수는 가 된다12 . 

3.3.3. (1)           이므로 잉여군의 위수는     

∣∣
 


 이다 따라서 .   〈〉의 위수는 1, 

중에서 있다2, 4 .  ⋅  ∈〈〉이므로 위수는 이다2 . 
참조(2) (1) .    〈〉의 위수는 중에서 있다1, 2, 4 .  ⋅   ∉ 〈〉이므로 위수는 이다4 . 

(3)         이므로 
    의 위수는  ×       


 의 약수 중에 있다 따라서 1, 3 . 위수는 이 된다3 . 
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3.3.4.        이므로 
      의 위수는  ×       


 의 약수 중에 있다1, 2, 3, 6 . 

  의 위수는 이므로 잉여군 6  ×    은 순환군이다 따라서 위수 인 원소는 개가 존재 따. 6 2 (
름정리 한다 그러므로 위수 인 원소는  2.3.12) . 6 (  ⋯)
             과      

인 개이다2 .  

3.3.5. (1)   cos    sin   이므로           

 (2)  ker  ∈      cos   sin ∈  sin   cos     ∈  

        ∈ cos   sin  ∈ 반지름이 인 원상의 점집합이다 1 .  
 (3)  ker  ∈  sin   cos     ∈ 

3.3.6. ker  ∈   ≡ mod     

    ker       ∈               

    ℤker =4

3.3.7. (1)   ker  ∈   ≡    ≡ mod  ∈  ≡ mod      

      mod ∈     
(2)      ∈                       

(3)    →     라 정의하자. 
             ⇔  ∈ ⇔     ⇔     ⇔   

이므로 잘 정의되고 단사함수이다 분명히 전사함수이다 임의의. .       ∈에 대하여 
                            

이므로 준동형사상이다 따라서 .  ≅ 이다. 

수정된 문제 군 3.3.8. ( )  의 원소 ∈와 부분군   에 대하여    →  , =  는 준동형사
상임을 보여라 또. , ker 를 구하여라.
풀이( )   ∈에 대하여       ∈   이므로

                                 

                   

       

       
 

이므로  는 준동형사상이다. 
    ker  ∈         ∈     이다.

3.3.9. (1) ∀∈   ∈ 에 대하여 ⊲ 이므로  ∈ 이다 그러므로 . 
                        ∈    
이므로  ⊲이다 정리 ( 3.3.4).

 (2) ∀∈  ∈    ′에 대하여 ∈ ′이다 그리고 .  ′⊲ 이므로   ∈ ′이다 그러므로 . 
                         ∈ ′ ⇒  ∈    ′   
이므로     ′⊲이다 정리 ( 3.3.4).

3.3.10. ∃∈        ∈ ( 의 분할 이다) .
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그러면       
∈

 이다. ∀ ∈ ∃ ′∈  ∈      ′이다.
따라서       ′  ′    ′  ′  ′  ′    이므로  는 가환군이다.

3.3.11.  과 는 분명히 정규부분군이다 위수 인 부분군에 대해서는 . 2
          〈 〉≠〈 〉       
          〈 〉≠〈 〉       
          〈 〉≠〈 〉       
으로 정규부분군이 아니다 하지만 위수 인 부분군 . 3 〈  〉〈  〉의 원소는 모두 우치환이다 그러므로 . 
             ∀∈〈  〉〈  〉 ⇒ 〈  〉〈  〉

이다 한편 기치환 . 에 대한 〈  〉의 잉여류의 원소 개 모두 기치환이므로  3
                          〈  〉〈  〉

이다 따라서 정규부분군은 . 과 〈  〉, 로 개뿐이다3 . 

일반 선형군 3.3.12.    의 부분군  (2, )ℝ   = {  
 

∈    ≠  에 대하여 다음 물음에 답하라 } .
  (1) 는 의 정규부분군인가?

수정된 문제  (2) ( )   = {  
 

∈      은  }  의 정규부분군임을 보여라.
풀이( )  연습문제 절 번 에 의하여 (1) (2.2) 7 (1)  의 부분군이다. 

  
 

∈   
 

∈에 대하여 
            

    
    

 

 

   
    

  
   

  
∉ 

이므로  는  의 정규부분군이 아니다 정리 ( 3.3.4). 

(2)     
 

∈  
         ∀  

 
∈ ,     

 

 

    
 

∈    ≠ 

         ∀  
 

  ′ ′
 ′ ∈ ,      

   ′ ′
 ′   ′ ′  ′

 ′ ∈  (′′  ′′  )
      ∴  의 부분군이다.

  
 

∈   
 

∈  ≠    에 대하여 

       
    

    
 

 

 

     
     

 
 

        
 












     

 
∈  

이므로  는  의 정규부분군이다 정리 ( 3.3.4). 

3.3.13.  (1)    ∈ℝ     이라하자.    이므로 ∈ 이다.
임의의  ∈ 에 대하여 
                            

이므로  는  의 부분군이다 다음에 임의의 . ∈ ∈ 에 대하여 
                          

이므로   ∈가 되어  는  의 정규부분군이다 정리 ( 3.3.4). 

과 같은 방법으로 정규부분군임을 증명할 수 있다(2) (1) .
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3.3.14. 는 실함수들의 집합이므로 가환군이다.
영함수    ≡ 에 대하여 ∈이다.  ∈라 하자.

                                

이므로   이다 따라서 가환군의 부분군이므로 . 는 의 정규부분군이다.

3.3.15.   ℚℤ   ∞ 이라 하자 . 


 ℤ∈ 를 
 라 하자.

  





 ⋯ 

 이라 하자. lcm  ⋯   이라 놓으면

  


 


 ⋯  

 인 ∈ℤ가 존재한다.
 ①   이면  는 순환부분군
 ②  ≠ 인 경우,   ℚℤ이므로 


≠ ∈ 이면 

  ∈ 이고 양수

 이 존재한다.
그러므로        min   이라 하면  〈

〉임을 보이자.
   ) ⅰ 〈

〉⊂  는 자명

임의의    ) ⅱ 

 ∈ 에 대하여 나눗셈정리에 의해 ∃ ∈ℤ       ≤   이다. 

                      




  
 


 

 ∈

이므로 의 최소성에 의하여   이고   이므로 


 

 ∈〈

〉이다 따라서 .  ⊂〈

〉이다. 
     ∴ 는 생성원이 

 인 순환부분군

3.3.16.  〈〉∉  라고 하자.(∈ 이면     이므로 유한 순환군)
 ①  〈〉   ∉  ∈ 라 하자.
     ∈∩ 이면 ∈ 이고    이다.

이때       ≠ 이면 ≤  이므로  ∞에 모순
따라서        이고 ∩  

임의의 원소  ② ∈에 대하여  
           ∈ 〈〉

   ⊂     ∃∈ℤ 는 아벨군 
   ∃∈ ∈

                 ∈
∴  

  

함수 3.3.17.    →     ∈ ∈라 정의하자 그러면 정리 에 의하여 . 3.1.7
           ′′ ⇔   ′ ⇔  ′∈∩   ⇔   ′
이므로 잘 정의되고 단사함수이다 분명히 전사함수이므로 . 는 전단사함수이다. 

다음에 임의의    ′′∈에 대하여 는 의 정규부분군이므로 적당한 ″∈가 존재하여 
             ⋅′′  ′′  ′″′  ′  ′′′

 이다 그러므로  .  는 준동형사상이다 따라서 .  ≅ 이다.

3.3.18. 


     이므로 임의의 ∈에 대하여

                             ⇒ ∈
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이다 따라서    .          이다 그러므로 .  ∈ 이고   ≺ 이므로 ∈ 이다 .       

3.3.19.       ,  라 하자 그러면 적당한 정수 . 가 존재해서     이다 그러면 . ∈

에 대하여       ⇒ ∈이다 따라서. 
                                 ∈  (∵∈)
이므로 ∈이다 그러므로 .   이다.

임의의 3.3.20. ∈∩ ∈ 에 대하여 이 의 정규부분군이므로  ∈이다 그러므로 . 
                       ∈∩

이다 따라서 . ∩ 는   의 정규부분군이다.
반례    ( )           이라 하자.

     ⊲ 이지만 의 부분군 ∩  는 의 정규부분군이 아니다 연습문제 참조( 3.3.11 ).

3.3.21.    


     


  가 소수이므로   는 순환군이다 정리 그러므로 ( 3.1.16). 

  는 가환군이고  정리 에 의하여 3.3.28
                ⊂ ∩   ⇒    ⇒ 는 가환군
또한  가 소수이므로   는 순환군이다 그러므로 적당한 원소 .  ∈ 가 존재하여  〈〉  〈〉이다. 
그러면 연습문제 에 의하여 2.3.11     이다 따라서 .  〈〉가 되어  는 순환군이다. 

3.3.22.    〈〉라고 하자.      이다 . 이 순환군이므로 도 순환군이다. 

이제   이 의 정규부분군이 됨을 보이자. 

이 의 순환부분군이므로     ∃∈ 이다 . 

  ∀∈ ∀∈ ⇒  ∈ 임을 보이면 된다. 

임의의 ∈에 대하여   인 ∈가 존재한다. 

∇ 이므로   ∈ 이다 이때  .     ∈라고 하자. 

     

   

   ∵  ∈ 

 

  

∈

따라서  은   의 정규부분군이다 .

3.3.23. 임의의 ∈ ∈ 에 대해  ∈임을 보이자.
                                          

이므로,           이다 따라서 .   ∈ker 이다. 
ker  이므로 적당한 ′∈가 존재해서,     ′이다. 
따라서    ′∈이므로 는 의 정규부분군이다.

3.3.24.   ∈     →          ∀∈  ∈     ∀∈ 라 하자. 
정리 의 증명에서 3.3.23(1)  는  의 부분군이다. 
 임의의 ∈ ∈ 에 대해  ∈임을 보이자 이때 . ∈ 이므로     ⇒   이다 따라서 . 
                                  

이므로   ∈가 되어  는  의 정규부분군이다.    
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별해( )   ∈     →          ∀∈  ∈     ∀∈   가 되어 
정리 에 의하여 3.3.23  는  의 정규부분군이다.    

3.3.25.   →  ′ ′     ′이라 정의하자 잘 정의됨을 보이자. .
원소  ∈ 에 대하여 
       ⇒  ∈ ⇒  ∈  ⊂  ′ ⇒  ∈ ′ ⇒  ′   ′
이므로 는 잘 정의된다 임의의 원소 .  ∈ 에 대하여 
            ⋅       ′    ′   ′ ′    

이므로 는 준동형사상이다. 

정수군 3.3.26.          ⇒  ≅   ≅ ≅ ≅ 

3.3.27.  가 모두 가환군이면 정리 에 의하여 , 3.3.28   ∩ ⇒ ∩ 도 가환군이다.

3.3.28.          이므로 임의의 ∈에 대하여        ⇒ ∈ 정리 이다( 3.1.7) .

임의의 3.3.29. (1)   ∈ 에 대하여 ∈ ∈ ∈ 에 대하여   이므로 
                ∈  ⇔ ∈ 

∴   

다음에 ∈ 에 대하여 분명히
                   

이므로 는 항등원이다 따라서 .  는 단군이다. 
하지만 항등원이 아닌 서로 다른 두 원소 집합    ∈ 에 대하여    인 ∈ 가 존재하려면 

   ∈이어야 한다 이때 .   ≠  ⇒   ∉ 이므로  ∈  ≠ 이 되어 곱셈 역원이 존재하지 
않는다 따라서 .  는 군이 아니다. 
별해 공집합 ( ) ∈ 는 역원이 존재하지 않으므로 군이 아니다. 

참고 두 집합 (2) ( :   의 곱에 대한 정리 과 위 문제와의 차이점은 정리 에서는 3.3.11 3.3.11   인 적당한 집
합  라 정의했지만 위 문제의 는 두 집합   의 직접곱으로 정의된다.)
  이  의 정규부분군이라 하자.  ∈ 에 대하여 
         ′∈    ⇒ ′  ″′∈  ⇒    ⊂ 

∈  ⇒   ∈    ⇒  ⊂   

이므로     이다 따라서 연산에 관하여 닫혀있다. . 

결합법칙은 에서 증명했다 항등원은 (3) (1) . 
                      

      

이므로 항등원   이 존재한다 나머지 . 의 역원의 존재성을 증명하자 에 의하여 . (2)
                           

          

이므로       이다 그러므로 .   에서  의 잉여류들이 위의 연산아래서 군이 된다.
    의 항등원은 이고 잉여류의 항등원은  으로 다르다.  

예 와 예 정리 참조3.3.30. ( 3.3.25 3.3.29, 3.4.2 ) ℤ ×    ℤ ×  ℤ × 
 × 

수정된 문제3.3.31. ( ) 위수  단( , 은 소수 인  정이면체군 )     의 교환자부분군 
을 구하여라.

풀이 위수 ( ) 인 원소 ∈에 대하여 〈〉은 순환부분군이고  〈〉  이므로 〈〉은 정규부분군이다. 
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 〈〉≅ 은 가환군이고 은 비가환군이므로 ≠ 
〈〉이다 정리 ( 3.3.28).  이 소수이므로 


〈〉이어야한다. 

3.3.32.      ∀∈에 대해서 
                  ⇔           

이므로     ⇒    이다 따라서 .    이므로   ∈ 이다 .
별해   ( ) ∈임을 보이기 위해     , ∀∈임을 보이자.    라 하자.

              이므로        ⇒ 이다.
    ⇒    ⇒ 이다 따라서 .   이다.
이 때 위수가 인 원소는 뿐이므로    이다 따라서 . ∈이다.

3.3.33.      , , 는 소수이다. 가 가환군인 아니면 ={ 임을 보여라 참조 정리 이용} . [ : 3.3.27 ]
풀이( )  ◁이므로      이다.

        or 인 경우 은 순환군이다 따라서 . 는 가환군이다 정리 이는 가정에 모순이( 3.3.24). 
다.
       인 경우   이므로 ≅ 은 순환군이다 따라서 . 는 가환군이다 정리 ( 3.3.24). 
이는 가정에 모순이다.

따라서        이다.

 == 연습문제 (3.4) == 
유한생성가환군의 정리에 의해3.4.1. 

(1)   이므로 다음 가지 지수의 수의 분할 의 종류와 일치 이다4 ( (2,2), (1+1,2), (2,1+1), (1+1,1+1) ) . 
                ℤ ×ℤ ≃ ℤ

 ℤ × ℤ × ℤ 

 ℤ × ℤ × ℤ 

 ℤ ×ℤ × ℤ × ℤ

(2)    × 이므로 다음 가지 지수의 수의 분할 6 ( (3,2), (3,1+1), (1+2,2), (1+2,1+1), (1+1+1,2), 
의 종류와 일치 이다(1+1+1,1+1) ) .

               ℤ ×ℤ ≃ ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ × ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ ×ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ ×ℤ × ℤ

(3)    × 이므로 다음 가지 지수의 수의 분할 의 종류와 일치 이다4 ( (2,2), (1+1,2), (2,1+1), (1+1,1+1) ) . 
               ℤ ×ℤ ≃ ℤℤ × ℤ × ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ × ℤ

(4)    × 이므로 다음 가지 지수의 수의 분할 의 종류와 일치 이다3 ( (1,3), (1,1+2), (1,1+1+1) ) . 
               ℤ × ℤ ≃ ℤℤ × ℤ × ℤ 

ℤ × ℤ × ℤ ×ℤ

 



- 42 -

수정된 문제3.4.2. ( ) 가 위수 인 가환군을 분류하고 각 가환군에 대하여 다음을 구하라36 .
각   (1) 에서 위수 인 4 원소의 개수를 구하라.
각   (2) 에서 위수 인 6 원소의 개수를 구하라.
각   (3) 에서 위수 인 9 원소의 개수를 구하라.

풀이 위 문제 에서 다음 가지 경우가 존재한다( ) 3.4.1(1) 4 . 
        ℤ × ℤ ≃ ℤ

 ℤ × ℤ × ℤ 

 ℤ ×ℤ × ℤ 

 ℤ × ℤ ×ℤ × ℤ

각 경우의 군에서 위수 인 원소는 정리 에 의하여 다음과 같다(1) 4 3.4.8 . 
   1) ∈ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 4   lcm   lcm인 경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 로 개이다     4 (1,0), (3,0) 2 . 
   2) ∈ℤ × ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 4   lcm    lcm인 경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 로 개이다     4 (1,0,0), (3,0,0) 2 .
   3) ∈ℤ × ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 4   lcm  인 경우가 없으므로 개이다0 .
   4) ∈ℤ × ℤ ×ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 4   lcm   인 경우가 없으므로 개이다0 .

각 경우의 군에서 위수 인 원소는 정리 에 의하여 다음과 같다(2) 6 3.4.8 . 
   1) ∈ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 6   lcm   lcm인 경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 으로 개이다     4 (2,3), (2,6) 2 . 
   2) ∈ℤ × ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 6   lcm    lcm  lcm  lcm인 경
우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 로 개이다     6 (2,3,0), (2,6,0), (2,3,3), (2,3,6), (2,6,3), (2,6,6), (2,0,3), (2,0,6) 8 .
   3) ∈ℤ ×ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 6   lcm    lcm  lcm  lcm인 경
우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 로 개이다     6 (1,0,3), (1,0,6), (1,1,3), (1,1,6), (0,1,3), (0,1,6) 6 .
   4) ∈ℤ × ℤ ×ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 6
  lcm     lcm  lcm  lcm  lcm  lcm  lcm인 
경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는      6 (1,0,3,0), (1,0,6,0), (1,0,3,3), (1,0,3,6), (1,0,6,3), (1,0,6,6), 
(1,1,3,0), (1,1,6,0), (1,1,3,3), (1,1,3,6), (1,1,6,3), (1,1,6,6), 
(0,1,3,0), (0,1,6,0), (0,1,3,3), (0,1,3,6), (0,1,6,3), (0,1,6,6)
으로 개이다18 .

3.4.3. (1)    lcm   lcmgcd


gcd
  lcm   정리 ( 3.4.8)

  (2)    lcm    lcmgcd


gcd


gcd
  lcm  

  (3)    lcm    lcmgcd


gcd


gcd
  lcm  

3.4.4. (1) 가 순환군이므로 gcd


 인 gcd  인 ∈를 구하면 된다. 
따라서    가 위수 인 원소이다6 . 
(2) ∈ℤ ×ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 18   lcm    lcm인 경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는      18   개다 따름정리 ( 2.3.12). 
(3) ∈ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 4   lcm   lcm  lcm인 경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 으로 개이다     4 (0,1), (0,3), (1,1), (1,3) 4 .
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위수 인 부분군은 4 × ℤ ℤ × ℤ 〈〉으로 개이다3 . 
(4) ℤ와 ℤ의 모든 원소는 유한 위수를 가진다. ℤ에서 유한 위수를 가지는 원소는 뿐이다0 .
따라서 ℤ ×ℤ × ℤ의 원소 중 유한 위수인 원소의 개수는  ×  ×    개 이다( ) .
 ∈ℤ × ℤ × ℤ에서 위수 인 원소는 4   lcm    lcm  lcm인 경우를 구하면 된다.  

따라서 위수 인 원소는 으로 개이다     4 (0,0,1), (0,0,3), (1,0,1), (1,0,3) 4 .
위수 인 부분군은 4 × × ℤ ℤ × × ℤ 〈〉으로 개이다3 . 

3.4.5. (1) ℤ × ℤ  이므로 라그랑주 정리에 의하여 위수 인 부분군이 존재한다 정리 1, 2, 4, 8 ( 3.4.15). 
위수 인 부분군 1 : {0}× 으로 개이다{0} 1 . 
위수 인 2 부분군 : ℤ ×  × ℤ 〈〉으로 개이다3 .  
위수 인 부분군은4 : × ℤ ℤ × ℤ 〈〉으로 개이다3 . 
위수 인 부분군은8 : ℤ ×ℤ으로 개이다1 . 

(2) ℤ × ℤ × ℤ  이므로 라그랑주 정리에 의하여 위수 인 부분군이 존재한다 정리 1, 2, 4, 8 ( 3.4.15). 
위수 인 부분군 1 : 〈〉으로 개이다1 . 
위수 인 2 부분군 : 〈〉 〈〉 〈〉 〈〉, 〈〉, 〈〉, 〈〉로 개이다7 .  
위수 인 부분군은4 : {0}×ℤ ×ℤ, ℤ ×{0}×ℤ, ℤ ×ℤ ×{0}, 
                   〈〉×   × 〈〉 〉으로 개이다6 . 
위수 인 부분군은8 : ℤ ×ℤ × ℤ으로 개이다1 . 

(3) ℤ × ℤ × ℤ의 부분군 중 군과 동형인 군은 군과 대수적 구조가 같으면서 위수가 같아야 하klein  4 klein  4
므로 ℤ × ℤ와 동형인 부분군이다 따라서 원군과 동형인 . klein  4
        ℤ × ℤ ×  ℤ × × ℤ × ℤ × ℤ

       〈〉×   × 〈〉 〉
이다. 

따름정리 을 이용하여 서로소인 인수로 분해하자3.4.6. 3.4.7 .
(1) ℤ ×ℤ ≅ ℤ × ℤ ×ℤ이고 ℤ × ℤ ≅ ℤ × ℤ ×ℤ이므로 동형이다. 

(2) ℤ ×ℤ × ℤ ≅ ℤ × ℤ × ℤ × ℤ × ℤ이고 
    ℤ ×ℤ × ℤ ≅ ℤ × ℤ × ℤ × ℤ × ℤ이므로 동형이 아니다 위수 인 원소의 개수가 다르다.  8 . 

3.4.7.   gcd,   lcm이라 하자 그리고 .   ′   ′이라고 하면   ′′이고      이
다.    라 하자 그러면 . 
                      ′′ ⇒ ′′ ⇒ ′∵gcd′′  

이다 그러므로 . 
                            ′  ′′′  ′ ⇒   

이므로 정리 에 의하여 위수가 3.4.15 lcm인 의 부분군 존재한다. 

별해( )   gcd,   lcm이라 하자.        이라 하자.
 가 가환군이므로 ⊲  ⊲이다 정리 에 의하여 . 3.3.6 ⊲이다. ∩  이고 ∩  이므로 
∩  gcd ⇒   ∩ ′이다 한편 정리 에 의하여 . 3.1.14
                    ∩


 

′





′′′
 ′′′  ′
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이다 그러므로 .   
                                       ⇒   

이므로 정리 에 의하여 위수가 3.4.15 lcm인 의 부분군 존재한다. 

유한생성 가환군의 기본 정리에 의하여 위수 3.4.8. 인 동형이 아닌 가환군을  ⋯ 이라 하고 위수 인 동
형이 아닌 가환군을 ⋯라 하자 그러면 .  × 는 위수 인 가환군이다. gcd  이므로 위수가 

이고  × 와 동형인 것은 개가 존재한다.

임의의 3.4.9. (1) ∈에 대하여    ∈이다.
(2)       

(3)    ∈∩ ⇒      ⇒ ∩   

3.4.10. gcd      ⇔ ℤ × ℤ ≅ ℤ 정리 을 이용하자( 3.4.6) . 
⇒ 유한가환군   이 순환군이 아니라 하자 유한생성가환군의 정리에 의하여 . 
         ≅ ℤ

×⋯× ℤ
이고 gcd     인  가 존재한다. 

의 소인수 를 생각하면   이다 그러므로 .   
   

이므로 
 는  × 와 동형인 부분군을 포함한다.
⇐  는  × 와 동형인 부분군을 포함한다고 하자. 
  가 순환군이면 부분군도 순환군이다 정리 하지만 ( 2.3.5).  × 는 순환부분군이 아니므로  는 순환군이 아니다. 
별해( )  가 순환군이면 서로 다른 위수 인 순환부분군  ×  ×  을 가지므로 순환부분군의 유일성 정리 (

에 모순이다 따라서 2.3.11) .  는 순환군이 아니다.

유한 생성가환군의 기본 정리에 의하여  3.4.11.  × 와  × 는 동형인 순환군의 같은 개수의 직접곱으로 이루
어져있다 따라서 부분군으로 같은 .  를 가지고 있으므로  와  는 동형이어야 한다.  

3.4.12. 유한생성가환군의 정리에 의해 
 ≅ ℤ



 × ℤ


 × ⋯ × ℤ


, 는 소수,   이고
   이므로  ≅ ℤ



 ×ℤ


 × ⋯ ×ℤ


 ,  ≤  ≤  이다 정리 참조 . ( 3.5.6 )
        ℤ



 × ℤ


 × ⋯ × ℤ



ℤ



 × ℤ


 × ⋯ × ℤ


 ≃ ℤ



ℤ



 ×ℤ



ℤ



 × ⋯ × ℤ



ℤ





이 때 ℤ


와 ℤ


는 순환군이고 ℤ



ℤ



ℤ



ℤ




 ℤ



  이므로 ℤ



ℤ



 ≅ ℤ


  이다.
                 ≃ ℤ



  ×⋯ × ℤ


  
   

3.4.13.    ⋅이므로   ⊕이다. 

 == 연습문제 (3.5) == 
3.5.1. (1)   ∈      mod  ∈    mod     이다.
(2)                        

(3)     ⇒  ≅  예 이므로 제 동형정리가 성립한다( 2.1.15(3)) 1 . 

3.5.2. (1)   〈〉  ,   〈〉  이므로 
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            〈〉  ,      ∩  〈〉  

(2)              

(3) ∩     ∩    ∩    ∩ 

위수 인 가환군은 (4) 3 과 동형이다 따라서 .  ≅  ≅ ∩ 이다 따라서 제 동형정리가 성립한다.  2 .

3.5.3.   〈〉  ,   〈〉  이므로 
(1)               

(2)                              

(3)          

(4)                          

(5)         이고 모두 순환군이므로  ≅  ≅   이다. 
따라서 제 동형정리가 성립한다3 . 

임의의 3.5.4.  ∈에 대하여 
                          

이므로 준동형사상이다 또한 임의의 . ∈에 대하여 



 이므로 전사함수이다 그리고 . 
            ker  ∈       





   ⋯  

이므로 제 동형정리에 의하여 1   ker ≅    이다.

정리 에 의하여 3.5.5. 3.2.23 ◁ 이다 그러면 정리 에 의하여 . 3.5.10 ∩◁이다. 의  로의 제한 사상    
                              →      

를 생각하면 ker   ∈        ∩이고 분명히 전사함수이므로 제 동형정리에 의하여 1
                  ∩  ker ≅     

이다. 
 

함수 3.5.6.    ×  →  ×       이라 정의하자 그러면 임의의 . ∈ × 에 대하여 
            이므로 전사함수이다. 
   ker                     ∈〈〉
이다 다음에 임의의 .  ′′∈ × 에 대하여  
  ′′   ′ ′   ′   ′  ′        ′  ′ ′     ′′
이므로 준동형사상이다 따라서 제 동형정리에 의하여 . 1
        ×    × ker≅    × 

이다. 

3.5.7. 함수    ×  →      라 정의하자 그러면 .   가 서로소인 정수이므로    인 정수 
∈가 존재한다. 임의의 ∈에 대하여     이므로              이므
로 전사함수이다. 
         ker                  ∈〈〉
이다 다음에 임의의 .  ′′∈ × 에 대하여  
            ′′    ′ ′    ′   ′     ′  ′   ′′
이므로 준동형사상이다 따라서 제 동형정리에 의하여 . 1
                 ×    × ker≅   

이다. 
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 == 연습문제 (3.6) == 
함수 3.6.1.    ×  →  ×       이라 정의하자 그러면 임의의 . ∈ × 에 대하여 

         이므로 전사함수이다. 
      ker                     ∈〈〉
이다 다음에 임의의 .  ′′∈ × 에 대하여  
  ′′   ′ ′   ′   ′   ′    ′ ′  ′   ′′
이므로 준동형사상이다 따라서 제 동형정리에 의하여 . 1
               × 〈〉  × ker ≅    × 

이다. 

함수 3.6.2.    ×  →  ×       이라 정의하자 그러면 임의의 . ∈ × 에 대하여 
            이므로 전사함수이다. 
   ker                     ∈〈〉
이다 다음에 임의의 .  ′′∈ × 에 대하여  
  ′′   ′ ′   ′   ′  ′        ′  ′ ′     ′′
이므로 준동형사상이다 따라서 제 동형정리에 의하여 . 1
        × 〈〉  × ker≅    × 

이다. 

3.6.3. 유한생성 가환군의 기본정리에 따라 다음 주어진 군을 분류하라.
 (1)         ⇒  ×         이고       이므로  ×      ≅ 

 (2)        ⇒  ×         이고       이므로  ×      ≅ 

 (3)        ⇒  ×         이고       이므로  ×      ≅ 

 (4)    ≅ 을 참조 연습문제 하면 ( 3.5.7)  ×     ≅ 

문제 수정 (5) ( )        ⇒  ×         이고 
                        이므로  ×      ≅ 

 (6)        ⇒  ×         이고       이므로  ×      ≅ 

 (7)          ⇒  ×  ×          이고 위수 인 원소가 없고 8, 16
      이므로 잉여군은  ×   ×  × 중의 하나와 동형이다 잉여군의 위수가 인 것이 . 2
 × 는 개 3  ×  × 는 개 이상이다 잉여군의 원소 중    4 . 
                           
의 위수가 이므로 2  ×  ×       ≅  ×  × 이다. 
 (8)    ≅ 을 참조.
     함수    ×  ×  →  ×  ×             라 정의하자 그러면 임의의 . ∈ ×  × 

에 대하여                      이므로 전사함수이다. 
ker                        ∈〈〉
이다 다음에 임의의 .  ′′′∈ ×  × 에 대하여  
          ′′′   ′ ′  ′   ′   ′  ′   ′  ′  

       ′  ′ ′  ′ ′     ′′′
이므로 준동형사상이다 따라서 제 동형정리에 의하여 . 1
        ×  × 〈〉  ×  × ker ≅    ×  × 

이다. 
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 == 연습문제 (4.1) == 
4.1.1.  ⊆ 

  ,  ⊇ 
 임을 보이자 .

∈ 이면

           ⇒     ⇒        ⇒ ∈  ⇒ ∈ 

이다 따라서 .  ⊆ 


∈
 이면     적당한 ∈가 존재하여   이다.

                  ⇒      ⇒   

이다. ∈이다 따라서 .  ⊇ 
이므로   

이다.

4.1. 항등원2. ∈는 모든∈에 대해   를 만족하므로 ∈ 이고,
모든 ∈ 에 대해 (  이면    이다)          이므로  ∈ 이다 따라서 .  는 
의 부분군이다.

4.1.3.     

    
    
    
    

       
  

 
  

 
  

 
  

           ′     
 ′     
 

    
 

    

       
  

 
  

 
  

 
  

4.1.4. 수정된 문제 유한군  ( ) 에서 원소 를 포함하는 켤레류 x      ∈에 꼭 두 개의 원소가 존재하면, 
◁ ⊊⊊임을 밝혀라.

풀이( )      ∈이고   ∈     이므로 정리 에 의하여 4.1.10
                            

이다 따라서 . ◁ 이다. 
또한     ∈       ≠ 이므로  ≠ 이다 그리고 .  ∈이므로 ⊊⊊이다. 

4.1.5. 유한군  가 두 개의 켤레류    를 가진다고 하자 그러면 따름정리 에 의하여. 4.1.15
                        ⇒      

이다 또한 정리 에 의하여 . 4.1.10    이므로   이고    이다. 

예 번 참조4.1.6. (1) ( 4.1.16(2) ) 모든  ∈에 대하여, 가 우치환 기치환 이면( ) , −도 우치환 기치환 이므로( ) ,
 궤도 켤레류 는 다음과 같은 가지이고 각각의 원소수는 - ( ) 5 ,   의 약수이다.
           

    ≠ 

     는 서로다름
     ≠   ≠ 

      는 서로다름

(2)      

    

      

      

      
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(3)  〈     〉〈       〉라 할 때 켤레류는 다음과 같다. 
         

  

    

  
 

  
  

 == 연습문제 (4.2) == 
4.2.1.   , 의 실로우  부분군과 실로우 -  부분군을 각각 구하여라- .
풀이( )     ⋅이므로 의 실로우  부분군의 위수는 이고 다음 개 실로우 정리에 의해 개 또는 - 8 , 3 ( 3 1 3

개 존재가능 의 실로우 부분군이 존재한다) 2- . 
      〈     〉〈       〉

   〈 〉
   〈 〉

의 실로우  부분군은 위수가 이므로 다음과 같은 개 실로우 정리에 의해 개 또는 개 존재가능 가 존재한- 3 4 ( 3 1 4 )
다. 
      〈〉〈  〉

 〈〉〈  〉
 〈〉〈  〉
 〈〉〈  〉

    ⋅⋅이므로 의 실로우  부분군의 위수는 이고 다음 개 실로우 정리 개 또는 개 개- 8 , 15 ( 3 1 3 , 5 , 
개 존재가능 의 실로우 부분군이 존재한다15 ) 2- . 

                   〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉〈 〉

의 실로우  부분군은 위수가 이고 다음 개 실로우 정리 개 또는 개 개 개 존재가능 의 실로우- 3 10 ( 3 1 4 , 10 , 40 ) 2-
부분군이 존재한다 실로우 .  부분군이 개이면 실로우 부분군 실로우 부분군과의 원소수의 합이 을 초- 40 2- , 5- 120
과하므로 실로우  부분군이 개는 불가능- 40 .
          〈〉〈〉〈〉〈〉〈〉〈〉〈〉〈〉〈〉〈〉

4.2.2. (1)       ⇒ ◁ ⇒  ⊂ 
 이다 그리고 . 

                  ∉ 

이므로 ⊂
 이다 한편 정리 에 의하여 . 4.2.10

                 
     ≡     ≡  ≡ mod 

이므로 
               

    ⋅   or  ⋅   or  ⋅  

이다 이중 가능한 경우는 . 
    ⋅  이다 따라서 . 

   이다.

연습문제 에 의하여 (2) 4.2.1 의 실로우 부분군은 -3    이다. 
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               

   

   

   

이므로      〈〉
   〈〉
   〈〉
   〈〉

4.2.3.    × 이고 부분군의 개수를 sylow 3- 개라 하자 정리에 의하여 . sylow 3
          ≡ mod 

  
이므로    

따라서 부분군은 개 존재하므로 정규부분군이 된다 정리 또한 실로우 부분군은 위수가 이므sylow 3- 1 ( 4.2.14). 3- 9
로 위수가 인 정규부분군이 존재한다9 . 

4.2.4.   ⋅이므로 위수 인 실로우 부분군이 존재한다 실로우 정리에 의하여 실로우 부분군은 125 5- . 3 5-
개가 존재하여 정리 에 의하여 실로우 부분군은 정규부분군이다1 4.2.14 5- . 

4.2.5. (1)      ×  이고  ∀∈      

       gcd     ⇔     인 ∃ ∈ℤ 그러면          

·이고

              
gcd 








  ∵ gcd  

              
gcd 








  ∵gcd  

     

   라 하면,     이고     이다. 
실로우 정리에 의하여 실로우 부분군 (2) 3 2, 3-  가 존재한다 그러면 . 

        ∩   gcd    gcd    ⇒ ∩    ⇒ ∩  

이다 그리고 정리 에 의하여 . 3.1.14
                      ≥ ∩


   ×   

이므로  이고   이다. 

실로우 정리에 의하여 4.2.6. 1 는 군 임을 알 수 있다sylow p- .
정리에 의해 군의 개수는 개이다sylow 3 sylow p- 1 . ∵  이므로, gcd  

따라서  ◁이다 정리 ( 4.2.14).

실로우 정리에 의해 실로우 4.2.7. 1  부분군 - 가 존재해서   이고      이다 이 때 실로우 .  부분-
군의 개수는 실로우 정리에 의해  3   이므로 개로 유일하게 존재한다 따라서 1 . ⊲이다 정리 따라서 ( 4.2.14). 
지수 인 정규부분군이 유일하게 존재한다. 

4.2.8. ⇒ 유한군  가  군이고 -    단 gcd   이라 하자 만약 .   이면 의 소인수  ≠가 
존재하여  이다 그러면 코시정리 에 의하여 위수 . (4.2.3) 인 부분군이 존재한다 이는 위수가 . 가 아닌 원소가 
존재하므로 가정에 모순이다 따라서 .   이고  의 위수는 이어야 한다. 
⇐  의 위수는 이면 라그랑주의 정리에 의하여  의 모든 원소의 위수는 의 약수이다 따라서 .  는  군이-
다. 

정리 에 의하여 4.2.9. (1) 3.2.21  ≅  이므로    이다.
임의의 (2)  ∈에 대하여, 의 켤레부분군  에 대하여    이므로 유일성의 의하여    이
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다 따라서 . ⊲이다. 

4.2.10.    라 하자.   이므로
                  







⇒      

이다 따라서 .    이므로 는  군이다 따름정리 - ( 4.2.4).

4.2.11. 가 소수일 때 위수가 인 군은 항상 아벨군이 됨을 실로우정리를 써서 증명하여라.
풀이( )
실로우 정리에 의하여 위수  1 인 정규부분군  가 존재한다 그러면 . ∈   를 생성원으로 갖는 군  〈〉는 

위수가 이고 역시 실로우 정리에 의하여 정규부분군이다 그러면 정리 에 의하여 1 . 3.3.6  는  의 정규부분군이
다 또한 .  ≠ 이므로    이다 따라서 .    이어야하고 ∩  이다 정리 에 의하여 . 3.3.8
                      ≅  × 

이다 이때 .        소수 이므로 ( )   는 순환부분군이고 가환부분군이다 따라서 .  는 가환군이다. 

별해( ) 가 순환군이면 는 가환군이다.

 가 순환군이 아니라고 하자 그러면 . ≠ ∈에 대해 라그랑주 정리에 의해 〈〉 이다.  (∵〈〉 이
면 〈〉 는 순환군이므로 모순)
∈ 〈〉에 대해 〈〉 이고 가 소수이므로 〈〉∩〈〉 이다 그리고 . 〈〉∨〈〉를 〈〉와 〈〉를 포함
하는 가장 작은 의 부분군이라 하면 〈〉∨〈〉 이다 이 때 . 〈〉⊂〈〉∨〈〉이고 〈〉⊂〈〉∨〈〉이므로 
〈〉∨〈〉≻ 이다 따라서 . 〈〉∨〈〉 이므로  〈〉∨〈〉이고 〈〉⊲〈〉⊲이다. (∵실로우 정1
리 그리고 ) 〈〉∩〈〉 이므로 〈〉×〈〉≅ 이다 정리 따라서 ( 3.3.8). 는 가환군이다.

유한  4.2.12.  군 - ≠ 이면 따름정리 에 의하여 4.2.4    이다 그러면 실로우 정리에 의하여 위수 . 1
  인 부분군은 정규부분군이다 따라서 단순군이 되려면 .   이어야 한다 즉. ,  의 위수는 일 때 단순군이다. 

유한  4.2.13. (1)  군 - ≠ 이면 따름정리 에 의하여 4.2.4    이다.  ⊊ 이므로      이다. 
그러면 실로우 정리에 의하여 위수 1   인 부분군  ⊂ 가 존재하고 ◁ 이므로  ⊂   이다 따라서  . 
⊊  이다.

(2)      이면      이므로 실로우 정리에 의하여 1 ◁이다.

 == 연습문제 (4.3) == 
4.3.1. 위수 인 군은 ) 12ⅰ    ∙ 이므로 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군은 개 또는 개 존재한다1 3 2- 1 3 . 
실로우 부분군은 개 또는 개 존재한다 만약 실로우 부분군이 개 실로우 부분군이 개 존재한다면 적어도 3- 1 4 . 2- 3 , 3- 4
실로우 부분군의 원소는 적어도 2- ⋅  개 존재하고 실로우 부분군의 원소는 적어도 , 3- ⋅  가 존재하여 원소
가 개 이상이 되어 모순이다 따라서 실로우 부분군이 개이거나 실로우 부분군이 개이다 개인 실로우 부14 . 2- 1 3- 1 . 1 2-
분군 또는 실로우 부분군이 정규부분군3- 정리 ( 4.2.14)이 되므로 단순군이 아니다.

위수 ) ⅱ   ⋅인 군은 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군이 개 또는 개 존재하고 실로우 부분군1 3 2- 1 7 , 7-
은 개 또는 개 존재한다 만약 실로우 부분군이 개 실로우 부분군이 개 존재한다면 적어도 실로우 부분군1 8 . 2- 7 , 7- 8 2-
의 원소는 적어도 ⋅  개 존재하고 실로우 부분군의 원소는 적어도 , 7- ⋅  가 존재하여 군의 원소가 개 76
이상이 되어 모순이다 따라서 실로우 부분군이 개이거나 실로우 부분군이 개이다 개인 실로우 부분군 또. 2- 1 7- 1 . 1 2-
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는 실로우 부분군이 정규부분군7- 정리 ( 4.2.14)이 되므로 단순군이 아니다.

위수 ) ⅲ   ⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 위수 인 실로우 부분군이 개 또는 개 존재한다1 3 32 2- 1 3 .
실로우 부분군이 개이면 정규부분군2- 1 정리 ( 4.2.14)이 되므로 단순군이 아니다.

만약 실로우 부분군이 개 존재한다 그 중 서로 다른 실로우 부분군을   2- 3 . 2-   라 하자. 
그러면 ∩     의 중에서 하나이다 이때. 

                             ≧ ∩
 ∙ 

⇒ ∩ 

이다 또한 실로우 정리에 의하여 위수가 인 . 1 16 ∩ 는 위수가 인 32   의 정규부분군이다 따라서 . 
∪ ⊂  ∩ 이다 그러므로 .  ∩ 은 보다 크고 의 배수이며 의 약수이어야 한다 즉32 16 96 . , 
                  ∩    ⇒  ∩   

가 되어 ∩ 는  의 정규부분군이 되어  는 단순군이 아니다.

) ⅳ 위수   ⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 위수 인 실로우 부분군이 개 또는 개 존재한다1 3 32 2- 1 5 .
실로우 부분군이 개이면 정규부분군2- 1 정리 ( 4.2.14)이 되므로 단순군이 아니다.

만약 실로우 부분군이 개 존재한다 그 중 서로 다른 실로우 부분군을   2- 3 . 2-   라 하자. 
그러면 ∩     의 중에서 하나이다 이때. 2

                             ≧ ∩
 ∙ 

⇒ ∩  

이다. 
먼저   ∩   인 경우에는    이므로 위수가 인 원소가 개이다 이때 실로우 부분군은 개 또는 128 . 5- 1
개이므로 실로우 부분군이 이면 위수 인 원소가 적어도 16 5- 16 5 ⋅  개가 되어  의 원소는 적어도 개가 되192

어 모순이다 즉 실로우 부분군이 개가 되어 정규부분군이다 따라서 . 5- 1 .  는 단순군이다.
다음에   ∩   인 경우에는 ∩ 는 위수가 인 32   의 정규부분군이다 따라서 . ∪ ⊂  ∩ 이다. 

그러므로  ∩ 은 보다 크고 의 배수이며 의 약수이어야 한다 즉32 16 160 . , 
                  ∩    ⇒  ∩   

가 되어 ∩ 는  의 정규부분군이 되어  는 단순군이 아니다.

) ⅴ 위수   ⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 위수 인 실로우 부분군이 개 존재한다1 3 125 5- 1 .
실로우 부분군이 개이면 정규부분군5- 1 정리 ( 4.2.14)이 되므로 단순군이 아니다.

4.3.2.   ⋅이므로 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군이 개 또는 개 존재하고 실로우 부분군1 3 3- 1 13 , 13-
은 개 존재한다1 . 
    가 가환군이면  ×  ≅ 와 동형이 되어 순환군이다 따라서 실로우 부분군은 개 존재한다 정리 . 3 1 ( 2.3.11). 
실로우 부분군은 개 존재한다13- 1 . 
    가 비가환군일 때 실로우 부분군 3  가 개 존재한다면 실로우 부분군 1 13-  가 개 존재하므로 둘 다 정규부분1
군이 된다 정리 한편 정리 에 의하여 ( 2.3.11). 3.3.28(3)
                           ≅   ≅  ⇒   ∩  

가 되어 정리 에 의하여 3.3.28(2)  가 가환군이 되어 모순이다 따라서 실로우 부분군은 개이다 실로우 부분. 3- 13 . 13-
군은 개 존재한다1 . 

4.3.3.  (1) 위수   ⋅⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군이 개 존재하므로 정규부분군1 3 7- 1
정리 ( 4.2.14)이다.

위수 (2)   ⋅⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군이 개 존재하므로 정규부분군1 3 5- 1 정리 (
4.2.14)이다.

실로우 부분군을   5-  실로우 부분군을 ,  7-  라 하면 ∩  이다 따라서 . 
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                        ∩
 ∙ 

 

이므로 정리 에 의하여 3.3.6(2)  는 위수 인 35  의 정규부분군이다. 

4.3.4. (1) 위수 ⋅⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군이 개 존재하므로 정규부분군1 3 13- 1 정(
리 4.2.14)이다.

(2) 위수 ⋅⋅인 군  는 실로우 과 정리에 의하여 실로우 부분군이 개 존재하므로 정규부분군1 3 7- 1 정리 (
4.2.14)이다.

(3) 실로우 부분군  13-  와 실로우 부분군 7-  가 정규부분군이므로 잉여군   가 존재하고 각각의 위수는 
와 이다 다시 실로우 과 정리에 의하여 잉여군 35 65 . 1 3  는 실로우 부분군 5- 과 실로우 부분군 7- 이 개씩 1

존재하므로  의 정규부분군이다 그러면  정리 에 의하여 . 3.3.28(3)
              ⇒   ≅    ≅  ⇒   ∩     
가 되어 정리 에 의하여 3.3.28(2)  는 가환군이다 같은 방법으로 .  도 가환군임을 증명할 수 있다 따라서 . 
                                   ∩  

가 되어 정리 에 의하여 3.3.28(2)  가 가환군이다. 

(4)  가 가환군이므로 유한생성 가환군의 기본정리 와 따름정리 에 의하여 3.4.12 3.4.7
                       ≅  ×  ×  ≅ ⋅⋅

이 되어  는 순환군이다.  

4.3.5. 위수   ⋅인 군은 실로우 과 정리에 의하여  실로우 부분군  1 3 3-  와 실로우 부분군 11-  가 각각 1
개씩 존재하므로 정규부분군이다 따라서 잉여군 .   가 존재하고 각각의 위수는 과 이다11 3 . 
그러면  정리 에 의하여 3.3.28(3)
                 ⇒  ≅   ≅  ⇒   ∩     
가 되어 정리 에 의하여 3.3.28(2)  는 가환군이다 유한생성 가환군의 기본정리 와 따름정리 에 의하여 .  3.4.12 3.4.7
                          ≅  ×  ≅ 

이 되어  는 순환군이다. 

4.3.6. 위수   ⋅⋅인 군은 실로우 과 정리에 의하여  실로우 부분군이 개 또는 개 존재하고 실로우  1 3 3- 1 10 , 
부분군은 개 또는 개 존재한다 예 에 의하여 실로우 부분군 또는 실로우 부분군이 정규부분군이 된다5- 1 6 . 4.3.3 3- 5- . 

실로우 부분군을 3-  라 하고 실로우 부분군을 , 5-  라 하면 ∩  이다 따라서 . 

                        ∩
 ∙ 

 

이므로 정리 에 의하여 3.3.6(1)  는 위수 인 15  의 부분군이다. 

4.3.7. 위수   ⋅인 군은 실로우 과 정리에 의하여  실로우 부분군이 개 존재한다 그러면 위수가 이므 1 3 7- 1 . 7
로 순환부분군이 되어 위수 인 원소는 7   개다 따름정리 ( 2.3.12). 

4.3.8. 위수   ⋅인 군은 실로우 과 정리에 의하여  실로우 부분군이 개 존재한다 그러면 위수가  1 3 11- 1 . 11
이므로 순환부분군이 되어 위수 인 원소는 11   개다 따름정리 ( 2.3.12). 

위수가 4.3.9.    ∙  ∙ 인 군은 실로우 과 정리에 의하여  실로우 부분군이 개 또는 개 존재한다 1 3 7- 1 8 . 
단순군이므로 실로우 부분군은 정규부분군이 아니므로 개 존재해야 한다 따라서 7- 8 . 
그러면 위수가 이므로 순환부분군이 되어 위수 인 원소는 7 7 ⋅  ⋅  개다 따름정리 ( 2.3.12). 
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위수가 4.3.10.    ∙  ∙ 인 군  의 실로우 부분군 11-  는 실로우 과 정리에 의하여  1 3 개 존재하므로 1
정규부분군이다 즉. ,  〈〉라 하자 그러면 임의의 . ∈ 에 대하여      ≦   이다.    임을 
보이면 〈〉⊂  가 되어 증명이 완료된다.  

한편         ≦    ⇒       ⇒    

⇒    이므로 다음이 성립한다. 
                             ⋯  

  이므로   mod 이다 그러므로 .  ≠ 이고 페르마 정리에 의하여   mod 이다 따라서 . 
                          



     ⇒   

그러므로 〈〉⊂  이다. 

4.3.11. 위수    × 인 군은  실로우 과 정리에 의하여  실로우 부분군과 실로우 부분군 각각 개씩 존재1 3 3- 5- 1
하므로 정규부분군이다 실로우 부분군을 . 3-  라 하고 실로우 부분군을 , 5-  라 하면 ∩  이다 따라서 . 

                            ≧ ∩
 ∙ 

 

이므로 정리 에 의하여 3.3.6(1)  는 위수 인 45  의 부분군이므로    이고 정리 에 의하여 3.3.7  는 가환군
이다. 

별해( )  ≅ 은 가환군이고      이므로 정리 에 의하여 가환군이다 따라서 정리 에 의하4.3.1 . 3.3.28(3)
여 
                ∩     
가 되어 정리 에 의하여 3.3.28(2)  는 가환군이다. 

4.3.12.   인 경우에는 실로우 정리에 의하여 위수 1 인 정규부분군이 존재하여 단순군이 아니다.
  인 경우에는 실로우  부분군이 개 존재하여 정규부분군이 되므로 단순군이 아니다- 1 .

마지막으로     인 경우에는   이고   이면 위수 인 군은 연습문제 에 의하여 단순군이 아니다12 4.3.1 .
  이고   인 경우에는 실로우  부분군이 개 존재하므로 정규부분군이 되어 단순군이 아니다- 1 .  

다음에     인 경우에는 
          ≡ mod  ⇒     ≡ mod  ⇒    ≡ mod  ⇒     

이므로  ≧      ⇒     (  둘 다 홀수 가 되어 모순이다 ) . 
따라서 ≡mod 이므로 실로우  부분군이 개 존재하므로 정규부분군이 되어 단순군이 아니다- 1 . 

별해( )   이므로 sylow  부분군의 개수는 개 또는 - 1 개
               sylow  부분군의 개수는 개 또는 - 1 개 또는 개 존재한다.
이때 실로우  부분군 또는 실로우 -  부분군이 개 존재하면 정규부분군이 되어 단순군이 아니다- 1 . 

한편 실로우    부분군이 - 개이고 sylow  부분군이 - 개 이상인 경우는 다음과 같다. 
sylow  부분군을 -  ⋯ 라 하면  이고 ∩  또는   ≠ 이므로 

                  ∪∪ ⋯ ∪≧           ………①
sylow  부분군을 - 라 할 때  개인 경우, ∪∪ ⋯ ∪     이고 ………②

                                        ①  ②   이므로 모순 
                            개인 경우,  ∪∪ ⋯ ∪    이고 ………③

                                       ①  ③         
         
        

이므로 모순 

따라서    sylow  부분군 또는 - sylow  부분군의 개수는 개이므로 정규부분군이 존재하여 - 1  는 단순군이 아니다.

4.3.13. 실로우 과 정리에 의하여  실로우 1 3  부분군이 개 존재하므로 정규부분군이다 따라서 단순군이 아니다- 1 . . 
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문항 삭제4.3.14.( ) 유한 단순군   의 위수가 보다 클 때60 ,  에는       ≤ 인 부분군  가 존재하지 않음을 
증명하여라.
풀이 생략 참조 박승안 대수학 판 연습문제 번 문제( ) . : 8 . (6.2) 7 .

 == 연습문제 (4.4) == 
4.4.1.  가 가환군이면 유한생성 가환군의 기본정리에 의하여  ≅  ×  ≅ 이다.
 가 비가환군이면  ≡ mod 이므로 정리 에 의하여 4.3.1(4)  ≅〈           〉≅ 이다. 

4.4.2.  가 가환군이면 유한생성 가환군의 기본정리에 의하여  ≅  ×  ≅ 이다.
 가 비가환군이면   ≡  ≡ mod 이므로 정리 에 의하여4.3.1(4)
        ≅〈           〉 또는 〈           〉
이다 하지만 .   이라면     이고     이므로 다음과 같은 동형군을 얻는다. 
         ≅〈           〉≅〈           〉≅〈           〉
4.4.3.  (1)               

(2)                    이므로 위수는 이다2 .

 == 연습문제 (5.1) == 
  5.1.1.  ∀   ′  ′  ″ ″ ∈ℚ  에 대하여
   ①    ′  ′  ″  ″   ′    ′  ″  ″   ′  ″    ′  ″ 

   ′  ′  ″  ″      ″  ″ ′  ″   ′  ″   ′  ″ 

∴   ′  ′  ″ ″     ′  ′  ″ ″ 

나머지 생략 참조 예 ( 7.3.5)

        이고     
  




  




  5.1.2.    


∉  이므로  가 성립하지 않으므로 체가 아닌 단위원을 갖는 가환환이다.

  5.1.3.  이 가환군이므로 곱셈에 대한 분배법칙과 결합법칙이 성립함을 보이자.
          ∀  ∈ ∙           ∙   ∙ 이고  ∙         ∙    ∙ 

이므로 곱셈에 대한 분배법칙 성립.
        ∀  ∈ ∙ ∙    ∙     ∙   ∙  ∙ 

이므로 곱셈에 대한 결합법칙 성립.
∴  ∙은 환이다.

유리수체     5.1.4.  의 원소   에 대하여        ⋅      라 할 때 ,     ⋅는 체가 되는
가?
풀이( ) ∀∈ℚ에 대하여

   ① ＊＊     ＊       
＊ ＊  ＊            

∴＊＊  ＊ ＊
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   ②   ＊  ＊     
∴  ∈ℚ

   
   ③   ＊     ＊     

∴    ∈ℚ

   ④ ＊            ＊

   ⑤ ··     ·
            
            
 ·    
 ··

  ∀  ∈  ∗ ∗      ∗                  ∗       ∗  ∗ 

∴∗ ∗   ∗  ∗ 

 ∃ ∈  ∀∈    ∗    ∗       ∴  

 ∀∈  ∃   ∈     ∗   ∗       ∴    

 ∀ ∈  ∗              ∗  ∴∗    ∗ 

  ∗ ∙      ∙              
               ∗     
 ∙ ∗  ∙ 

∴∗ ∙   ∙ ∗  ∙ 

       ∙  ∗   ∙ ∗ ∙ 도 위와 같은 방법으로 성립
  
 ∀  ∈  ∙ ∙      ∙            

             ∙       ∙  ∙ 

          ∴∙ ∙   ∙  ∙ 

 ∃ ∈  ∀∈    ∙    ∙       ⇒   

 ∀∈ ∙              ∙ 

               ∴∙    ∙ 

 ∀≠ ∈  ∃ 

 ∈ ∙           

 이므로 

         ∗∙는 체이다.

유클리드 호제법이용  5.1.5.  
      ≡  ≡  ≡ ⋅ mod      

≡  ≡  ≡ ⋅  mod        

≡  ≡  ≡ ⋅ mod         

  5.1.6.    ·  ·  ·  ·    

임의의   5.1.7. ∈  에 대하여 
                         

이므로 ∈  이다 또한 . 이 환이므로 곱셈에 대한 결합법칙이 성립하고 정의에 의하여 곱셈항등원 과 곱셈역, 1
원은 분명히   의 원소이다 그러므로 .   은 곱셈군이다. 

  5.1.8. 
 (1) 가 단원이므로    이 성립한다.   의 양변에 의 역원을 곱하면   이다.
 (2)    이면 분명히 멱등원이다.
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     ≠  이면 나눗셈환이므로 ,     ⇒         ⇒     ⇒   

     ∴  

 (3) ∀∈          이므로 곱셈에 관해 닫혀 있다.
 (4) 의 멱등원:    ,  의 멱등원:

  5.1.9. 
(1)    ∈  에 대하여 
                    

              
∴         

  영함수    와 ∀∈  에 대하여 
                     

           
∴         

 ∀∈  에 대하여 ∃  ∈ 

                 
       

 

         ∴         

 ∀  ∈  에 대하여 
                      

∴      

 ∀∈  에 대하여 
          ∙          

     ∙   ∙    ∙   ∙ 
∴ ∙      ∙   ∙ 

같은 방법으로       ∙    ∙   ∙ 이 성립함을 증명할 수 있다. 
 ∀  ∈  에 대하여
           ∙ ∙    ∙   

   ⋅  ⋅⋅
∴ ∙ ∙   ⋅⋅

 ∀∈  에 대하여    상수함수 이라 하면  ( )
         ∙           ∙ 

           ∴⋅  ⋅  

 ∀ ∈  에 대하여 
         ∙        ∙ 

            ∴⋅  ⋅

이 성립하므로      ∙은 단위원 을 가진 가환환이 된다1 .

(2) ∈     ⇒     ⇒    ⇒    ⇒        ⇒    

∴  에서 모든 멱등원 : 

   5.1.10. 
(1)    ∈ 에 대하여 
                    

              
∴         

  영함수    와 ∀∈ 에 대하여 
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                     
           

∴         

 ∀∈ 에 대하여 ∃  ∈ 

                 
       

 

         ∴         

 ∀  ∈ 에 대하여 
                      

∴      

 ∀∈ 에 대하여 군 준동형사상이므로 
          ∘             

  ∘   ∘    ∘   ∘ 
∴ ∘      ∘   ∘ 

같은 방법으로       ∘    ∘   ∘ 이 성립함을 증명할 수 있다. 
 ∀  ∈ 에 대하여 정리 에 의하여 합성은 결합법칙이 성립한다1.4.8 . 
           ∘ ∘    ∘  ∘ 

 ∀∈ 에 대하여    항등함수 라 하면  ( )
         ∘          ∘ 

           ∴ ∘    ∘   

예 에 의하여 비가환환이다1.4.7 . 
이 성립하므로      ∘은 단위원 을 가진 환이 된다1 .

  5.1.11. 
(1)  : 0,       ,              

의 약수 중 소수들 모두를 약수로 가지는 수(2) n

   



 ⋯ 

 표준분해 일 때  ( )   



 ⋯ 

    ≤ 은 멱영원이고

  ∈ℤ   



 ⋯ 

    ≤ 는 멱영원들의 집합.

⇒ ∈ℤ을 멱영원이라 하면 ∃∈ℕ     mod ℤ 이다.

       이고   이므로   
이고 가 소수이므로   이다.

즉     , lcm  ⋯    ⋯   

그러므로      ℤ의 원소 중 멱영원은  ⋯ 의 배수이다.

따라서        ∈ℤ  ⋯     ∈ℤ   



 ⋯ 

    ≤ 
 (⇐ ) ∀∈ 가 ℤ의 멱영원임을 보이자.

        



 ⋯ 

     ≤ 

         ≥ 인 를 선택하면

                 



 ⋯ 

 

 


 ⋯ 


 



 ⋯ 

 

  

   ⋯ 

   

 ·

  

   ⋯ 

   

 

이므로       는 ℤ의 멱영원

5.1.12.  
 는 멱영원이므로  =0,  이 되는 자연수 =0  이 존재한다 가환환이므로 이항정리를 적용하면. 
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              
      

     ⋯   
     ⋯         

이다 이때 . 

             
       if  ≦  then           

  
       if    then      

이므로      이다 따라서 .  도 멱영원이다. 

  5.1.13. 가 멱영원이므로   ∃∈이다. 
먼저   이 홀수인 경우

                            ⋯        

이므로   는 단원이다 다음에  . 이 짝수인 경우
                             ⋯        

이므로   는 단원이다. 

문제 수정 환   5.1.14. ( )  에 대하여 다음 물음에 답하라.
(1)  이 영이 아닌 멱영원을 가지지 않을 필요충분조건은   의 해가 뿐임을 보여라0 .

특히 (2)  이 영이 아닌 멱영원을 가지지 않을 때 원소  ∈에 대하여 다음을 증명하라.
  (2-1)   이면   이다.
  (2-2)   이면   이다.
  (2-3)   이면 임의의 ∈에 대하여   이다. 

풀이 원소 ( ) (1) ( ) ⇒ ≠ ∈에 대하여 가정에 의하여  인 자연수 =0 이 존재하지 않는다 특히 .  ≠ 이다 따라. 
서  의 해는 뿐이다=0 0 .

별해 이 아닌 해   ( ) 0 ≠ ∈가 존재한다면   이 되어 는 이 아닌 멱영원이 되어 모순이다 따라서 0 .  의 =0
해는 뿐이다0 .

( ) ⇐  R, ∊  의 해가 뿐이라 하자 만약 이 아닌 멱영원 =0 0 . 0 가 존재한다고 하면 적당한 최소 자연수 에 대하여 
  이다 이때 . 이 홀수이면     이므로 을 짝수라 해도 좋다 그러면 가정에서 .  의 해가 뿐이므로=0 0

                         






⇒   




이다 이것은  . 의 최소성


 에 모순이다 따라서 .  은 이 아닌 멱영원을 가지지 않는다0 .

(2)
  (2-1)     이므로 에 의하여 (1)   이다. 
  (2-2)     이므로 에 의하여 (1)   이다. 
  (2-3)   이면 에 의하여 (2-1)   이다 따라서 .     이므로 에 의하여 (1)   이다. 

  5.1.15. 
(1) ( ) ⇒                      

( ) ⇐ ∀∈에 대하여 
          ⇒               ⇒       ⇒   

∴  은 가환환이다.

(2) ( ) ⇒        
위 문제 에 의하여 ( ) 5.1.14 (2-1)⇐

            ⇒      ⇒     ⇒        
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위와 같은 방법으로  를 바꾸어도 성립하므로     이다 따라서 . 
                          

이므로 위 문제 에 의하여 5.1.14(1)       이다 따라서 .  은 가환환이다. 

덧셈에 대한 교환법칙만 성립하면 가정에 의해 나눗셈환이 된다  5.1.16. .    
∀∈

                                   ∵분배법칙 
⇒      ∵덧셈에 대한 소거법칙 

그러므로  는 나눗셈 환이다.

  5.1.17. 
임의의   (1)  ∈ 에 대하여  ≠ 임을 보이면 된다. ≠   ≠ 이다 이때 .   이라면  가 정역이므로 

                         ⇒   이거나   

이 되어 모순이다 따라서 .  ≠ 이고 ∈ 이다 그러므로 .  는 곱셈집합이다. 

  (2) 1=  이므로 이다S 1 S .∊ ∊
        , ∈ 에 대하여  ∙  =⋅     ∈ 이므로  는 의 곱셈집합이다.ℤ

  5.1.18.          ∈    이라면      는    의 부분집합이다 . 
    (1)     ⋅은 을 가진 가환환이 됨을 보여라1 .

이 환을  가우스의 정수환이라 한다        ( .)
    (2)         라고 하면 ,  ∈  일 때        임을 보여라 .
    (3)     가 단원일 필요충분조건은     임을 보여라.
    (4)     의 모든 단원을 구하여라 .
    (5)     의 단원들의 군은 무엇과 같은가 ?
풀이( ) (1)     ⋅     ⋅ ∊ 이고      ∊ ℤ  에 대하여

                     ∊ ℤ  
            ∊ ℤ  

이고 나머지 성질은 복소수는 단위원을 가진 가환환을 이용하면     ⋅은 을 가진 가환환임을 알 수 있다1 . 

(2)      ∊ ℤ  에 대하여
                                

                      
 

이므로            이다. 

(3) ( ) ⇒  가 단원이라 하자.  ′  ′  ∈인 ′  ′∈가 존재한다 그러면 에 의하여. (2)
         ′  ′   ⇒        ′  ′     ′  ′

이다 그리고 .    ≧ 이므로     이다. 

별해   ( )  가 단원이라 하자.     = 
  

  이므로  [i] ∊ℤ 
  

  , 
  

 이어야 하는데  ∊ℤ 

≤+, ≤+ 이고 ,    ,    가 되기 위해선      일 수 밖에 없다. ∴    

( ) ⇐     이므로 
                                   ⇒   ±  ±  
이다.         의 곱셈 역원은 각각      이므로  는 단원이다. 

에 의하여 단원은  (4) (3)      이다. 
단원집합 (5) {      은 곱셈군으로 } 의 위수가 이므로 4 와 동형이다. 
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5.1.19. 
(1)                                     

(2)              

(3)                

   
⋅

  


  

별해( )                             

    

 == 연습문제 (5.2) == 
  5.2.1.  

단원군 (1) :      

영인자 : 　            

단원군 (2) :      

영인자 : 　            

단원군 (3) : 

영인자     :  

  5.2.2.  
단원 :   

영인자 :      

멱등원 :        

멱영원 :  

  5.2.3. 
(1)                

           ∈   

(2)    

  5.2.4. 가 영인자이므로   
  

  ≠   ≠ 이다. 

 가 영인자가 아니라 하자.     이므로   이 된다.   ≠   ≠ 이므로 는 영인자이다.

  5.2.5. 의 영인자 가 단원이라 하자 그러면 적당한 . ≠ ∈이 존재하여   이다 한편 . 가 단원이므로 
                     ⇒         ⇒    
이 되어  ≠ 이라는 가정에 모순이다 따라서 . 의 영인자는 단원이 아니다.

  5.2.6.   이므로 ∈이다. 
         ∀  ∈,             

이므로   ∈이다. 
              ∀  ∈,       

이므로  ∈ 이다 부분환의 판정조건 정리 에 의하여 . ( 5.2.12)   이다. 

 5.2.7. 
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(1)                 이므로   도 멱등원이다.
(2)    ⇒      ⇒     

가정에 의하여 ≠ 이고   ≠ 이므로 과   은 영인자이다.

정역   5.2.8. 의 부분정역들의 공통집합을   ∩∈     단( ,  는 첨자집합 이라 하자) . 

모든 ∈ 에 대하여 가 정역 의 부분정역이므로  ∈이다 따라서 .  ∈ 이다. 
임의의  ∈ 일 때 모든 , ∈ 에 대하여   ∈ 이므로   ∈ 이다 그러므로 .  는 부분환이다 그리고 . 
각 가 가환환이므로  도 가환환이다 따라서 . 는 단위원을 가진 가환환이다 마지막으로 .  가 정역이므로
         ∈    ⇒    또는   

이다 따라서 .  는  의 부분정역이다. 

단위원 을 갖고 영인자가 없는 유환환을   5.2.9. 1 ,  이라하자.
    ⋯ 이라 하면 임의의 , ≠ ∈ 에 대하여   ⋯⊂ 이다. 
은 영인자가 없으므로   이면   이다 소거법칙 정리 그러므로 ( 5.2.8). 
                   이고,    

이다 따라서 .   이다 그러면 .  ∈  이므로 적당한 ∈ 가 존재하여   이다. 
같은 방법으로 를 생각하면 적당한 ∈ 가 존재하여   이다 그러므로 . 
                                  

이므로    가 되어  은 나눗셈환이다. 

  5.2.10. 의 부분환     의 곱셈항등원은 이고 3 의 곱셈항등원은 이다1 . 
 × 의 부분환  × 의  곱셈항등원은 이고  × 의 곱셈항등원은 이다. 

부분정역   5.2.11.  ′의 영이 아닌 원소 ≠ ∈ ′에 대하여 
                         ′
이다 정역은 소거법칙이 성립하므로 .    ′이다.

부분환은 부분군이 되므로 부분군에서 부분환이 되는 것을 구하면 된다 모두 순환군이므로 부분군은 모두   5.2.12. . 
순환부분군이다. 
(1)    

(2)      

  5.2.13. (1)   
 

∈이다 그리고 .   
 

  ′ ′
 ′ ∈에 대하여 

                 
 

  ′ ′
 ′    ′   ′

   ′ ∈,   
   ′ ′

 ′   ′ ′  ′
 ′ ∈

이므로  은  의 부분환이다. 

      (2)    
 

∈이다 그리고 .   
 

  ′ ′
′ ′ ∈에 대하여 

                 
 

  ′ ′
′ ′    ′   ′

  ′  ′ ∈,   
   ′ ′

′ ′   ′  ′ ′  ′
′  ′ ′  ′ ∈

이므로  은  의 부분환이다. 
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  5.2.14. (1) ∈이다 임의의 . 







 ∈에 대하여 

                   



 






  

   ∈, 









  

 ∈

이므로 는 부분환이다. 

한편    이면 


 

 
 

 







 


   ∉ 이므로 부분체가 아니다.

  (2) ∈에 대하여   일 때,   


 ∈이므로   ⊂ 이다. 

     이라하면, 
 ∈이지만 


∉ 이므로 ⊊이다. 

임의의      


 ∈에 대하여 


 ∈이므로  ⊂ 이다. 

     이라하면 
 ∈인데 


∉ 이므로 ⊊이다. 

그러므로    ⊊⊊이다. 

  5.2.15. (1)                 ⇒      특히 .   이다. 
임의의 (2) ∈에 대하여                   ⇒     이다 참조((1) ).

그러므로  은 가환환이다. 

  5.2.16. 
 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,0) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) (0,1) (0,0) (1,1) (0,1)
(1,0) (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1) (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)       

⋅ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) (0,0) (0,0) (0,0) (0,0)
(0,1) (0,0) (0,1) (0,0) (0,1)
(1,0) (0,0) (0,0) (1,0) (1,0)
(1,1) (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)  

  5.2.17. 
단원을 (1) 라 하자 임의의 . ∈ ≠ 에 대하여   이므로

                           ⇒    ⇒     ⇒     
임의의 (2) ≠ ∈에 대하여,   이므로 

                          ⇒   

이다. ≠   ≠ 이므로 는 영인자이다.

연습문제 ==== (5.3 )=============   

 5.3.1.    →를 환준동형 사상이면
                      ∙   

이므로        모순 이다 그러므로  ( ) .   →는 환준동형 사상이 아니다.
별해  ( )   →를 환준동형 사상이면

                      ∙    ⇒     ⇒      

이어야 한다 하지만 .       가 되어 환 준동형사상이 아니다.

다음에 ∀   ∈ 에 대하여 
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                             

                    

이므로 는 환 준동형사상이다.

  5.3.2. ker   ∈      이므로 
                         를 들 수 있다. 

  5.3.3.  ∈일 때 함수 ,   →       
  

는 단사 환준동형사상임을 보여라 .
풀이( ) ∀    ∈ 에 대하여 

                  
     

   
  

   
  

     

 ∙                   
      

   
  

∙   
  

  ∙   

이므로 는 환 준동형 사상이다.

           ker   ∈    
 

      
    

이므로 는 단사 환 준동형 사상이다.

  5.3.4. (1) 0, 1
예 참조 에서 (2) ( 5.3.13 ) (1) 의 멱등원이 개이므로 환준동형 사상을 2    인 개이다2 .  

  5.3.5.    ×  →  × 를 환준동형 사상이라 하자.
∀∈  × 에 대하여 
                  
이므로  의 상에 의해 결정된다.
     라 하자 그러면 . 
                  ⇒                

이므로      
     

이다. 

이때    ·   이므로  
  이면      이어야 하고
  이면    이어야 하고
  이면    이어야 하고
  이면   이어야 한다. 

그러므로 환준동형 사상은 
           

    
    

로 가지이다9 . 

환 준동형사상에서는 반드시   5.3.6. 정의역의 덧셈 항등원과 상의 멱등원을 조사해 보아야 한다. 정의역의 생성원이 
결정되면 준동형사상이 결정 정리 되므로 생성원에 대한 상만 조사하면 된다( 3.2.25) .  
 (1) 가 환 준동형 사상일 때 의 상 1 에 의하여 결정된다.
                   ⇒   

이므로       가 환준동형사상이 될 수 있다. 
        일 때, ∀∈            

              



- 64 -

이므로 의 환 준동형 사상은 가지이다2 .

 (2) 에서 멱등원은 0,1,4,9      의 가지 경우가 환준동형사상이 된다4 .

 (3) 가 환 준동형 사상이라 하자.
                            ,         

이므로   이다.
∀∈,   일 때, 
               

           

이다.
  도 위와 같은 방법으로 하면 된다.
  일 때,            

                        

∴의 환 준동형 사상은      인 가지이다4 .

 (4) 가 환 준동형 사상이라 하자.
에서 멱등원은       이므로    or     or 이다.
한편       이다. 에선 영인자가 없으므로   이거나   이어야 한
다. 
         이면    이어야 하고,
        이면   이어야 한다. 
환준동형 사상은  

                    

로 가지이다3 .

 (5) 가 환 준동형 사상이라 하자.
에선 영인자가 없고      이므로 은 멱등원이다.    or 이다.
     or 인 경우,           , 
                                  

이다 환 준동형 사상은 .    or 로 가지이다2 .

 (6) 가 환 준동형 사상이라 하자.
에서      이므로    or 이다.

  이면     
  

 이 되어 모순이다 따라서 환 준동형 사상은 .   으로 가지이다1 .

 5.3.7. 1)   → 가 환 동형 사상이라 하자.
가 의 생성원이므로    ∃∈ ⇒   가 성립한다.
가 동형이므로    ∴ 이다.
                      ⋅     

인데 이므로    모순 ( )
∴ 는 환 동형사상이 아니다.

별해 환 동형사상 ( )   →라 하자.
는 2 의 생성원이고,   ∈ 라 하면 
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                         

   ∙   ∙   

이므로
             ⇒      ⇒    

이므로   또는 이다2 .
      이면 전단사에 모순∵  

      이면    ∉ 

그러므로 에서 로의 환 동형사상은 존재하지 않는다.

2)    → 가 환 동형사상이라 하자 그럼 . 가 전단사 함수여야 하므로  이다.
는 멱등원이므로    or 이다.
의 경우,            이다.

만약      이라면    인 가 에 존재하지 않으므로 모순이다 따라서 . ≠ 이다. 
그러므로   이고      이 되어,   이 된다 이는 .   이 되어 모순이다 따라서 . 는 환 동
형사상이 아니다.

별해  ( 1)    → 가 동형사상이라 하자.   ∈이라 하자 그러면 . 
                         

이 되어 ∉ 이 되어 모순이다 그러므로 동형사상이 존재하지 않는다. .
별해  ( 2)    → 가 동형사상이라 하자 그러면 .   ∃∈이다. 는 단사함수이므로 

                       ⇒    

이 되어 ∉ 이 되어 모순이다 그러므로 동형사상이 존재하지 않는다. .

  5.3.8.     →  가 환 준동형사상이라 하자.
              ∀    ∈            

이므로    의 상만 결정 되면 가 결정된다 이때 . 
                      

이다.  은 멱등원이므로    or 이다.
   인 경우    이므로 가 영사상이 되어 준동형사상이다. 
   인 경우     ⇒    ±  이다.
    -1)     이면         이므로 가 항등사상이므로 준동형사상이다. 
    -2)      이면          이다. 
∀       ∈  

                    
      
        

                       
       
             

이므로  준동형사상이다 따라서 총 환 준동형사상이 되는 . 는 가지이다3 .

  5.3.9. ∀     ∈  

                         
             

                        
         

그러므로 는 환 준동형사상이다 분명히 전사함수이다. . 
         ker            
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이므로 는 단사함수가 되어 동형사상이다.

문제수정 환 동형사상이 되는 다음 함수를 구하라  5.3.10. ( ) .
 (1)    → × 

 (2)    → × 

풀이( ) (1)    →  × 에 대하여     라 하자.
임의의  ∈ 에 대하여 
                      

             

                              

이므로 환 준동형사상이다.
         ker             

     lcm    ∈   

이다 따라서 . 는 단사함수이다.     ×  이고, 가 단사이므로 는 전사이다.
따라서, 는 환 동형사상이다.

(2)    →  × 에 대하여     라 하면 과 같은 방법으로 증명 가능하다, (1) .

  5.3.11.  ≠ 이므로 ∃∈  이다 그리고 .   ⋅  이다 임의의 . ′∈ ′에 대하여 영
인자가 없으므로 소거법칙 정리 을 사용하면 ( 5.2.8)
            ′  ′ ⇒ ′  ′
이다 또한 .    ⋅  이므로 위와 같은 방법으로 ′  ′이 성립한다 그러므로 .   ′이다.

  5.3.12. ⇒가 의 단원이므로 이다 따라서 .  ∉ ker이다. 
⇐  ∉ ker라 하자.
이고  ∈  이므로 ∃  ∈   ⋅    이다. 
                ⋅       

이고 가 전사이므로   이다. 이    의 단위원이므로    이다 그러므로 . 는 의 단원
이다.

문제수정 체   5.3.13. ( )  와 환  에 대하여 함수     → 가 환 준동형사상이면,   이거나 단사임을 보여라.
풀이( ) 일 때, 가 단사임을 보이자.
∃∈   이다 이때 . ker≠ 이면 ∃  ∈ ker이고, ∃  ∈      이다 그러면. 
                 ≠             

이므로 모순이다 따라서 . ker  이 되어 는 단사함수이다. 

문제수정 체   5.3.14. ( )  에서 환  ≠ 로의 환 준동형사상    → 이 전사이면,  는 동형사상임을 보여라.
풀이( ) 가 전사이므로 은    의 단위원이다. 
이때  ker ≠ 이면 ∃  ∈ ker 이고, ∃  ∈      이다 그러면. 

                             

이므로  ≠ 에 모순이다 따라서 . ker  이 되어 는 단사함수이다 그러므로 .  는 동형사상이다. 
별해  ( )   ≠ 이고 가 전사이므로  ≠ 이다 위 문제 에 의하여 . 5.3.13  는 단사함수이다 그러므로 .  는 동형

사상이다. 

5.3.15.       ⋯         ⋯  ∈   필요하면 계수를 으로 하여 ( 0  개항을 만
듦)
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                  

     ⋯      ⋯  

           ⋯      

         ⋯    

          ⋯     

     ⋯         ⋯   

     

                 

     ⋯     ⋯  

     
      

 

    
     

 

    
     

 

     

이므로 는 환 준동형사상이다. 

  5.3.16. (1)       
 ⋯ ,       

 ⋯  필요하면 계수를 으로 하여 ( 0  

개항을 만듦 라 하자) .
    ′      

 ⋯       
 ⋯  ′

              ⋯    ′
         ⋯      

    ⋯        ⋯    

  ′   ′

 ′      
 ⋯  ′      

 ⋯  ′
            ⋯        ⋯      ′

 ′      
 ⋯      

 ⋯  ′
                   ⋯    ′
                ⋯     

          ⋯                ⋯      

 ′ ′

  (2)    

문제 수정 함수  5.3.17. ( )    → 를

                             
 

   
  

   
 

   
  

로 정의하면 가 단사 환 준동형사상임을 보여라 
풀이( )       ′  ′  ′  ′

  ′   ′    ′    ′

  ′  
 

   ′  
  

   ′  
 

   ′  
  

       ′  ′  ′  ′

다음에     
  

     
 

     
  

라 하면 

                                    

이므로 
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            ′  ′  ′  ′
 ′−′−′−′ ′  ′  ′−′  ′−′  ′  ′  ′  ′−′  ′

 ′−′−′−′  
 

 ′  ′  ′−′  
  

 ′−′  ′  ′  
 

 ′  ′−′  ′  
  




  

 
   

  
   

 
   

  




′  

 
 ′  

  
 ′  

 
 ′  

  




      ′  ′  ′  ′

이다 따라서 환 준동형사상이다. . 
그리고        ∈ker라 하면

         
 

          
 

   
  

   
 

   
  

      
     

 

에서         이므로 단사함수이다. 

임의의   5.3.18. (1)  ∈에 대하여 
                       

이므로 ∈이다.

분명히 (2) ∈ ′이다 다음에 임의의 .  ∈ ′와 ∈에 대하여
                           

 ∘           
 

이므로       ∈ ′  ∘   ∈ ′ ⇒     ∘ ∈ ′가 되어  ′은 ∘의 부분환이다.
(3) 함수    →  ′    가 동형사상임을 보이자.
                 ⇒    ⇒    ⇒   

는 단사함수이다 정의에 의하여 . 는 전사함수이다. 
다음에 에 의하여   (2)

                                 

이므로 는 환 준동형사상이다 그러므로 .  는 동형사상이 되어  ≅  ′이다. 

  5.3.19.      ∈      ∈이다 하지만 .  ×  ≠   ∈ × 

이다 따라서 다음이 성립한다. . 
과 는 위 연습문제 의 특수한 경우이다(1) (2) 5.3.18 . 

(3)  × 의 생성원이 이므로 (1,0),  (0,1)  ×    이고   ×   ⋅  이므로 동형이 아니다. 

 == 연습문제 (5.4) == 
  5.4.1. 
(1)        

(2)           

(3)           

(4)             

문제수정  5.4.2.  ( ) (4)  
풀이( )

(1)  는 정역이므로 도 정역이고,     이므로       ± 
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(2)  가 체이므로, 는 정역이다 따라서 .         

(3)  가 체이므로,  는 정역이다 따라서 .           

(4)  는 정역이 아니므로      

필요하면 계수를 으로 하여 항의 개수를    5.4.3. 0  개로 맞춘 임의의 다항식 
           ⋯     ∈

           ⋯     ∈

           ⋯     ∈

에 대하여 
  ∀    ∈         

       ⋯        ⋯        ⋯    

                         ⋯            ⋯    

                           ⋯             

                       ⋯          ⋯         

                       ⋯        ⋯        ⋯     

                       

  ∃∈ ∀ ∈         

               ⋯    

                   ⋯      

                 ⋯         

  ∀ ∈ ∃  ∈          

     ∃         ⋯    ∈ ∃               ⋯       ∈

           ⋯                 ⋯       

                           ⋯           

                       ⋯     

                           ⋯           

                                 ⋯           ⋯    

                        

  ∀  ∈       

      ⋯        ⋯    

                 ⋯         

                 ⋯         

               ⋯        ⋯    

              

  ∀    ∈      
     

을 보이자.

                     ···         
 −    −  ···  

         ···         
 −    −  ···  
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     ⋯       ⋯        ⋯     

                     ⋯          ⋯         

                         ···         
     − 

                         ···            ···          
 −     

 −

                    

같은 방법으로      이 성립한다. 
                
  위와 같은 방법으로 ∀   ∈     이 성립한다.
따라서     ∙은 환이다.

  5.4.4.                   

                       

                    

필요하면 계수를 으로 하여 항의 개수를   5.4.5. (1) 0   개로 맞춘 임의의 다항함수 
           ⋯     ∈

           ⋯     ∈

           ⋯     ∈

에 대하여  ∼  의 증명은 위 문제 과 같다5.4.3 . 

  ∀    ∈      
     

을 보이자.

     ⋯       ⋯        ⋯     

                     ⋯          ⋯         

                       ⋯                

                       ⋯                 

                        ⋯                  

                    ⋯              ⋯        

                   

      ⋯        ⋯       ⋯     

                      ⋯           ⋯     

                       ⋯               

                       ⋯                 

                       ⋯                 

                    ⋯             ⋯        

                   

  ∀    ∈     을 보이자.

     ⋯       ⋯       ⋯     
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                   ⋯            ⋯     

                    ⋯                  

                  ⋯        ⋯          

                  ⋯       ⋯       ⋯     

                 

따라서     ∙은  의 부분환이다.

(2)   이면 생성원 에 대한 상은 뿐이므로 1 0, 1    이지만   ∞이므로 동형이 아니다.

 == 연습문제 (5.5) == 
5.5.1. 
(1)      ⇒             이므로 인수정리 에 의하여 5.5.4 는   의 배수이다.

별해   ( )               ⋯   

(2)      ⇒       이므로 인수정리 에 의하여 5.5.4 는       의 배수이다.
별해   ( )                  ⋯              ⋯   

5.5.2. (1)    일 때,     ,    일 때,     이므로 근은 뿐이다1 . 
별해  ( )             에서 해는  뿐이다. 

(2)    일 때,          ,     일 때,         

      일 때,          ,      일 때,           
       일 때,          
이므로 근은 이다0, 4 . 

별해  ( )                                

                   

에서 해는    이다. 
(3)    일 때,      ,    일 때,      ,    일 때,      
      일 때,      ,    일 때,      ,    일 때,      
      일 때,      ,    일 때,      ,    일 때,      
      일 때,      
이므로 근은 이다0, 1, 5, 6 . 

별해  ( )         에서 근은 이다0, 1, 5, 6 . 

정리에 의해 5.5.3. Fermat    ≠ 이므로                 이다.
                            

   ⋅  ⋅  ⋅    
      ⋅  ⋅  ⋅    
               ≠ 

이므로      이 해이다.   일 때 분명히 원래 방정식의 해이다 따라서 만족하는 해는 .       이다.

별해 정리에 의해 ( ) Fermat    ≠ 이므로 
                               
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                                  

의 해는      이고   일 때 분명히 원래 방정식의 해이다 따라서 만족하는 .        이다 .

5.5.4. 의 생성원은 이므로  2           지수가  (   과 서로소 이므로 이다) 2, 6, 7, 8 .

5.5.5. 는 체이므로 
∗    ∙는 곱셈에 대하여 순환군 정리 이다 임의의 ( 5.5.8) . ∈

∗에 대하여 


∗    이다 따라서  .     (∵라그랑주정리 이므로 )   가 되어 는     의 해이다 그리고 . 도 

    의 해이다 즉. 
               ⊂ ∈  는   ∈  의 해 

이고   ∈   의 해의 수는 개 이하이므로 

              ⊂ ∈  는   ∈  의 해 ≤  

이다 그러므로 .   ∈  는   ∈  의 해 이다 따라서 .   ∈   는  개의 근을 가진다.

몫 5.5.6.  (1) :    나머지 , : 1
몫 (2) :          나머지 , :   

몫 (3) :       나머지 , : 2

 == 연습문제 (5.6) == 
5.6.1 (1)   

5.6.2 (1)                     
                   

(2)       

(3)     

5.6.3 ℚ   에서 인수분해하면     

ℝ   에서 인수분해하면         

ℂ   에서 인수분해하면             

5.6.4 (1)       

(2)         

다항식이 차이하인 경우 정리 를 이용하자5.6.5 3 5.6.4 .
주어진 식을 (1) 라 하자.  ≠  ≠   ≠ 이므로 는 를 근으로 갖지 않는다 따라서 . 

의 기약다항식은     이다.
주어진 식을 (2) 라 하자.      ≠   ≠ 이므로         이다.
주어진 식을 (3) 라 하자.      이고, ≠  ≠   ≠      ≠ 이므로 

             이다.
주어진 식을 (4) 라 하자.     이고,     ≠ 이므로       이다.
별해   ( )                       

5.6.6 
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(1)       라 하자. 의 약수 ±  ±  ±  ± 에 대하여
         ± ≠  ± ≠  ± ≠   ± ≠ 

이므로 따름정리 와  정리 에 의하여 5.6.9 5.6.4(2) 는 위에서 기약이다. 

(2)         

 라 하자.         ∈가 위에서 기약이면, 는 위에서 기약이

다.   일 때 아이젠슈타인 판정법에 의하여 는 위에서 기약이므로 는 위에서 기약이다.

(3)         라 하자 유리수 . ±  ± 


 ± 

 에 대하여

          ± ≠  ± 

 ≠  ± 

 ≠ 

이므로 정리 에 의하여 5.6.4(2) 는 위에서 기약이다.               
(4)           라 하자.    이므로 인수정리에 의하여   가 의 인수가 되어  위에서 
기약이 아니다. 

5.6.7 (1)       


인데 

 ∈ℤ이므로 의 기약다항식이다.

(2)       인데 은 3 ℤ에서 단원이 아니므로 가약다항식이다. 
(3)       인데 은 3 ℚ에서 단원이므로 의 기약다항식이다.
(4)       인데 은 3  ×      이므로 ℤ에서 단원이다 따라서 .  의 기약다항식이다.

5.6.8 
(1)     라 하자. ± ≠ 이므로 인수정리에 의하여 차인수가 없다 만약 차인수의 곱으로 인수분해 된1 . 2
다면
                                     ∈

이다. 









   
      
   
  

에서     이거나     이다.     이면        ⇒   이므로 모순이

다.     이면        ⇒   이므로 모순이다 따라서 차인수가 없으므로  . 2 에서 기약이다 정(
리 5.6.7). 
                            
(2)       라 하자. ± ≠   ± ≠   ± ≠   ± ≠ 이므로 인수정리에 의하여 차인수가 1
없 에서 기약이다 정리 ( 5.6.4). 

(3)     


              에서   인 경우 아이젠슈타인 판정법을 이용하면 

가 에서 기약이므로 도 에서 기약이다    

(4)     


  


  


         에서   인 경우 아이젠슈타인 판정법을 이용하면 

가 에서 기약이므로 도 에서 기약이다    

5.6.9   인 경우 기약판정에 의해 Eisenstein 는 ℚ위에서 기약이다. ℝ위에서는     이고 
     이고 연속이므로 중간값정리에 의해   인 가 존재한다 따라서 . 는 기약이 아니다.

5.6.10   일 때,           이고,
          일 때,                   ⋯  이다.

  의 개 근은   





 


  sin


    ⋯  이고

켤레 


  sin


    ⋯  도   의 근이 된다 참조 따름정리 ( 9.1.5). 
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이 홀수인 경우에는 개의 실근 1 1  을 가지고 나머지는      ⋯   개의 복소근이다.

     ⋯ 

   과      ⋯ 

  
  

 
 은 켤레관계이므로

     


  sin

   


  sin

    


  ∈    ⋯ 

  
은  위에서 기약다항식이다 따라서 다음과 같이 기약다항식의 곱으로 인수분해된다 . .

    ∴         cos


    cos


   ⋯   cos




  
  

이 짝수인 경우에는 개의 실근 2 ±    

 을 가지고 나머지는      ⋯ 


  


  ⋯  개의 

복소근이다.

     ⋯ 

   과      ⋯ 

  
  

 
 은 켤레관계이므로

       


  sin

   


  sin

    


  ∈    ⋯ 

  
은  위에서 기약다항식이다 따라서 다음과 같이 기약다항식의 곱으로 인수분해된다 . .

     ∴           cos


    cos


   ⋯   cos




 
  

5.6.11   ,   는    or 에서 아이젠슈타인 판정법에 의해 ℚ위에서 기약이다.
        가 유리수라 하자 그러면 .       이 되어 인수정리에 의하여   는 ℚ위에서      인 일
차인수를 가지게 되므로    가 ℚ위에서 기약임에 모순이다 따라서 .   는 무리수이다.

5.6.12  deg   이므로 ∀∈    ≠  ⇔ 는 에서 기약이다.

따라서 ∀∈ ,      or       이면 가약이다.
    인 경우   ⋯ ⇒ 개

      인 경우 C 

pp   개

따라서 기약다항식 전체의 개수 전체 다항식 수 기약다항식 수( )=( )-( )

   

    

  


  

5.6.13 
(1)  의 차 다항식은 2

은 이 근이므로 가약이다0 . 
  은 이 근이므로 가약이다1 . 
  은 이 근이므로 가약이다0 . 
    은 이 근이 아니므로 기약이다0, 1 . 

그러므로 기약다항식은        뿐이다. 
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(2)                ,     ,     

(3)     ,     

페르마 정리에 의하여 5.6.14  ∈에 의하여   이다. 
                    

이다 따라서 인수정리에 의하여 . 는   를 인수로 가지므로 는 가약이다.

5.6.15           라 하면 
         ≡          ≡  ≡  mod     
이어야 하므로    이다. 

해가 5.6.16 이므로     
    ⋯    이다 그러면  . ≠ 이므로 

 ∈이다 또한 . 

                 


    ⋯  




  

이므로 
 은       ⋯  

의 해이다. 

5.6.17 
필요하면 계수를 으로 하여 항의 개수를 (1) 0   개로 맞춘 임의의 다항식 

                   ⋯     ∈

           ⋯     ∈에 대하여 
               

    ⋯        ⋯     

      ⋯         

      ⋯         
        ⋯            
    ⋯           ⋯      

    

                       ···          
 −    −  ···  

        ···     

   
   

 − 

   
   

 − 

   
   

   − 

   

이므로  은 환 준동형사상이다. 
(2) 은 ℚ 위에서 기약이 아니라 하자 그러면 적당한 차 이상의 다항식  . 1  ∈이 존재하여 
  이다 그러면 에 의하여 . (1)
                     

이고  ≦ deg     ≦ deg   이므로   은 ℤ   에서 가약이다. 
대우에 의하여 은 ℚ위에서 기약이다. 

(3)   인 경우 
                            

은  위에서 기약이므로 에 의하여  (2)     은 ℚ 에서 기약이다. 
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 == 연습문제 (5.7) == 
  5.7.1. 
(1)    

  
  

  

   

(2)    

  
  

  
         

(3)  

  
  


  

    

  
    

  


  5.7.2. (1) ℤ  ⋯        ⋯이므로 ∈ℤ이고  ∉ ℤ이다 그러므로 .  ∉   ∈이다. 는 ℤ
에서 의 배수 집합을 뺀 집합이므로 임의의 ,  ∈는 법 에서 과 합동이 아니므로 0 또한 법 에서 과 합동0
이 아니다 따라서 . 는 ℤ의 곱셈집합이다.
(2)  ∈ℤ이므로   

 ∈ℚ이다 임의의 . 


 

 ∈ℚ( ∈ℤ  ∈ 에 대해 ) ∈이므로 
                              


 




   ∈ 





 

 ∈

이다 따라서 . 


 


 




 ∈ℚ이다 따라서 . ℚ  ℚ이다 하지만 . 


   ∉ 이므로 부분체가 아니다.

임의의   ∈에 대하여   

 ∈이므로   ⊂ 이다.    

 ∈이지만   


∉ 이므로 ⊊이다. 

임의의   

 ∈ℚ에 대하여 
 ∈이므로  ⊂ 이다. 

 ∈인데 
 ∈이면 적당한 

 ∈에 대하여 

                        


 


⇒   ∈

가 되어 모순이다 따라서 . 


∉ 이므로 ⊊이다. 

그러므로    ⊊⊊이다. 

(3) ℚ   





 

  


 


≠ ∈ℚ  ≠ ∈ℤ  ≠ ∈ ⊂ 

그리고 임의의 
 ∈에 대하여 


 




 ∈ 이므로  ⊂  이다 따라서 .    이다. 
 
  5.7.3.      ,     ×          ∈   ∈  이고, 
          ∈ 에 대하여 
                   ∼      

⇔             

이므로,
                    ∼      ∈

단,    

 


  

   


  

     

  5.7.4. (1)    


 ∈ ∈ , ∈에 대하여 
 ∈ 이다.

임의의  

 ∈ 에 대하여 
              





 


∼ 


⇔   
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이므로  

 는  의 곱셈항등원이다. 
또한 함수       →      

 라 정의하자.  가 단사 준동형사상임을 보이면  ≅   이므로 
을 로 확장시킨다.

임의의     ∈에 대하여 
                

 
 


 


   

   





 





   

이므로 환 준동형사상이다 그리고 . ∈ker 에 대하여 는 영인자가 아니므로 
           


   


⇒    ⇒   

이다 그러므로 . 는 단사함수가 되어  는 의 확장된 환이다.
임의의 (2) ∈는 

 ∈ 로 대응할 수 있다 그러면. 
               





 


∼ 



이므로     

 
 

 

 이다 따라서 . 의 모든 원소는 가역원이다.

  5.7. 가환환 5. 의 영인자가 아닌 원소 에 대하여 부분집합     ∈는 곱셈에 의하여 닫힌 집합이다. 4
번에 의하여    


 ∈ ∈ 은 단위원을 가지며 의 확장된 환이다. 

  5.7.6.  ℤ    


 ∈ℤ ∈ 
 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 


 

 
따라서 개이다6 .

 == 연습문제 (6.1) == 
주 아이디얼 환이다 생성원은 약수에서 존재한다  6.1.1. . .

(1) 의 아이디얼 :   〈〉 〈〉 〈〉 〈〉
(2) 의 아이디얼 :   〈〉 〈〉 〈〉 〈〉 〈〉 〈〉

  6.1.2.       ∈라 하자. 
∀  ′ ′∈ ∀ ∈ × 

            ′ ′   ′   ′∈

                ∈

                ∈

따라서 는  × 의 아이디얼이다.

     ∈ 라 하자. 
 ∈ ×   ∈에 대하여      ∉ 이다.
따라서 는  × 의 아이디얼이 아니다.
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  6.1.3.       ∈일 때,  × 의 부분환은 되나 아이디얼이 되지 않는다 위 번 참조 왜냐하면.( 6.1.2 ) 
∀   ∈

                ∈
   ∈

이므로 는  × 의 부분환이다.
하지만     ∈ ×  ∈에 대하여     ∉ 이다.

따라서 는  × 의 아이디얼이 아니다.

6.1.4.  가 부분환이고  가 아이디얼이므로 ∀     ∈   에 대하여 ∈이고   ∈ 이다 그러므로. 
                     ∈  

            ∈  

이다 따라서 . 는  × 의 부분환이다.

6.1.5. 는 환 의 원소이고 는 환 의 아이디얼이므로 는 의 원소이다 또한 . 는 환 의 원소이고 는 환 

의 아이디얼이므로 는 의 원소이다 따라서 . ∈∩  이므로   이다 같은 방법으로 .   임을 증명할 
수 있다.

  6.1.6. 를  의 아이디얼이라 하자. ≠이면 ≠∈인 행렬이 존재한다 이때 .  의  성분  
≠∈ 가 이 아니라 하자 또한 0 . ∈를  성분만 이고 나머지 성분은 인 행렬이라 하자 그러면  1 0 . 

                    ⋯      

은  가 아이디얼이므로 모두  의 원소이다.

예를 들면 성분      ( (1,2) ≠인 행렬     
 

에 대하여       
    

    
 

   
 

   
 

 )

그러면    가 아이디얼이고 ≠이 체 의 원소이므로 

                    ⋯      ⋯ ∈

이 되어   이다 정리 그러므로 ( 6.1.6).  는 단순환이다.

먼저   6.1.7. 는 의 아이디얼임을 보이자. 

임의의     
 

   
 

∈ 와   
 

∈ 에 대하여 

            
 

   
 

    
 

∈ 

  
    

 
   

 
∈ 

  
    

 
   

 
∈

이므로 는 의 아이디얼이다 다음에 .  는 의 아이디얼임을 보이자.

임의의     
 

   
 

∈ 와   
 

∈ 에 대하여 

            
 

   
 

    
 

∈ 

  
    

 
   

 
∈ 

  
    

 
   

 
∈

이므로 는 의 아이디얼이다 그리고 . 

           
 









 

 

 








 



 
∉ 

이므로 는 의 아이디얼 이 아니다.



- 79 -

먼저   6.1.8.  는  의 우 아이디얼임을 보이자. 

임의의     
 

  ′ ′
 

∈ 와   
 

∈  에 대하여 

           
 

  ′ ′
 

   ′   ′
 

∈ 

  
    

 
   

 
∈

이므로  는  의 우 아이디얼이다 하지만 . 

          
    

 
   

 
∉ 

이므로 좌 아이디얼 이 아니다(left ideal) .

임의의   6.1.9.   ,′ ′∈ , ∈에 대하여 
         ′  ′   ′  ′∈

      ∈

이므로  은  가환환   의 아이디얼이다. 
    둘 다   위에서 차수가 다르고 기약이면  gcd    이므로 
유클리드 호제법을 이용하면 적당한  ∈에 대하여 
                 ∈

이다 그러면 .     이 되어 모순이다 그러므로 .   둘 다   위에서 기약일 수 없다 .

임의의 6.1.10. (1) 
  



 
  



′′∈와 ∈ 에 대하여 

            
  



  
  



′′  
  



  ′′∈


  



  
  



∈

이므로  는  의 아이디얼이다. 

아이디얼의 정의에 의하여  (2) 

          
  



 ⊂ ∩

이므로  ⊂ ∩이다. 

모든   6.1.11.  ∈   와 ∈ 에 대하여 
              ⊂    ⊂  ⇒  ∈   

   ⊂  ⊂  ⇒ ∈   
   ⊂  ⊂  ⇒ ∈   

이므로   는 의 아이디얼이다.

모든   6.1.12. (1)  ∈와 ∈ 에 대하여 
                    ⇒  ∈

       ⇒ ∈
         ⇒ ∈

이므로 는 의 아이디얼이다.
모든  (2)  ∈ 와 ∈ 에 대하여 

              ⊂      ⇒  ∈ 
       ⇒ ∈ 
         ⇒ ∈ 

이므로  는 의 아이디얼이다.
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(3)     

   

문제수정  6.1.13. ( ) 가환환  의 닐래디칼    ∈     ∃∈에 의한 잉여환  은     

이외의 멱영원이 없음을 보여라.
풀이( )    ∈  이 멱영원이라 하자 그러면 적당한 . ∈에 대하여 

                        ⇒ ∈   ⇒    ∈ ∃∈ ⇒ ∈ 

이므로          이다. 

문제수정 가환환    6.1.14. ( )  에 대하여 다음 물음에 답하라. 
   (1)  의 아이디얼  에 대하여   ∈  ∃∈ ∈은  의 아이디얼임을 보여라 이 아이디얼 .  을 
 의 래디컬 이라 한다(radical) .

정리 학년도 임용시험 출제   (2) ( 6.1.20) (1998 )     ∈     ∃∈은  의 아이디얼임을 보여라 아. 
이디얼  을 닐래디칼 이라 한다(nilradical) .
풀이( )  (1)   임의의   ∈ 에 대하여  ∈이라 하자. 

          
  



      
    

  

    ∈     ∈ if  ≦       ∈

    ∈ if     ∈

이므로  ∈ 이다.
 모든  ∈에 대하여 
              ∈ ,   ∈

이다 따라서 . ∈ 이다.
 에 의해  은 의 아이디얼 이다.

에서 (2) (1)   인 경우를 생각하면 된다. 

  6.1.15. 
는 제 동형정리에 의해 1 와 동형이다 그러므로 . 의 아이디얼을 구하기 위해서 의 모든 아이디얼을 
구해보자. 의 모든 아이디얼은 의 약수를 생각해볼 수 있다18 . 
{0},  가 , <2>, <3>, <6>, <9> 의 모든 아이디얼이 될 수 있다 따라서 이에 대응되는 . 의 아이디얼을 모
두 구해보면 <>, <1+>, <2+>, <3+>, <6+>, <9+ 이다> .

체   6.1.16.  의 아이디얼은 과 자기 자신 {0}  뿐이다 따라서 . ≅ ,  ≅ 이 성립함을 알 수 있다.

 6.1.17. ′  →′ ′ ′      ′이라 하자. ′이 잘 정의됨을 보이자. 
     ∈ 에 대하여 
               ⇒  ∈ ⇒  ∈  ⊂  ′

⇒  ∈ ′ ⇒   ′    ′ ⇒ ′       

이므로 잘 정의된다.
          ′        ′         ′

    ′    ′    ′  ′   ′   

          ′       ′       ′
   ′    ′   ′  ′  ′   

이므로 환 준동형사상이다.

 == 연습문제 (6.2) == 
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임의의 6.2.1. (1)  ∈ ∩ ∈에 대하여 
               ∈    ∈ ∵◁  
               ∈∩

            ∴∩◁

       (2)   →        라 정의하자. 
임의의  ′∈에 대하여  
       ′    ′        ′      ′

 ′  ′      ′      ′
이므로 환준동형사상이다 다음에 . 

           ker   ∈         ∈  ∈  ∩

이고 분명히         이므로  는 전사함수이다 따라서 제 동형정리에 의해 다음이 성립한다. 1 .
        ∩  ker≅     

별해  ( )    ∩→      ∩    라 정의하자. 
            ∩  ′  ∩ ⇒   ′∈∩ ⊂  ⇒    ′   ⇒      ′   

이므로  는 잘 정의된다 임의의 .    ′  ∈∩에 대하여  
       ∩ ′  ∩    ′  ∩    ′        ′       ∩ ′  ∩

  ∩′  ∩  ′  ∩  ′      ′       ∩′  ∩

이므로 환준동형사상이다 다음에 . 
           ker    ∩∈          ∩∈  ∈    ∩

이므로 단사함수이고 분명히  는 전사함수이므로 동형사상이다 따라서 . 
                    ∩ ≅   

환 제 동형정리 환 6.2.2. ( 2 ) 의 두 아이디얼   가     일 때 다음을 증명하라 , .
     (1)   ⊲   

     (2)   ≅     

풀이( )  (1)     ∈  ∈ 에 대하여 
                    ∈

       ∈
       ∈

 

이므로   ⊲   이다. 
       (2)    →          라 정의하자 분명히 전사함수이다. . 
임의의  ′∈에 대하여  
      ′   ′           ′        ′

 ′  ′          ′       ′  

이므로 환준동형사상이다 다음에. 
     ker   ∈               ∈   ∈  ∈  ∈ 

이고 분명히  는 전사함수이므로 제 동형정리에 의해 다음이 성림한다1 .
               ker ≅     

별해  ( )    →           라 정의하자. 
                ′   ⇒  ′∈ ⇒  ′          

⇒      ′     ⇒    ′  

이므로  는 잘 정의된다 임의의 .   ′  ∈에 대하여  
  ′     ′     ′           ′         ′  
 ′    ′    ′          ′        ′  

 

이므로 환준동형사상이다 다음에. 
           ker    ∈               

  ∈   ∈   ∈  ∈   

이므로 단사함수이고 분명히  는 전사함수이므로 동형사상이다 따라서 . 
              ≅   
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6.2.3.    ≅  이므로 체가 된다 정리 ( 5.2.9). 
6.2.4. ∀    ∈ 에 대하여 

                         
    

    
 

    
 

     

                        
     

    
     

 

                             

이므로 는 환 준동형사상이다.
   ker  이므로 제 동형정리에 의하여 1  ≅ ker ≅ 은 체이다 즉 .  은 체가 아니지만 부분환으
로 부분체를 가질 수 있다.

제 동형정리에 의하여 6.2.5. 1  ≅ ker 이다 그러면 .  이 유한환이므로

               ker ker



이다 따라서   . ker 이다.

6.2.6. ∀  ∈  

                 

              

이므로    는 환 준동형사상이다. 
              ker  ∈            ∈  

    ∀ ∈      의 상수항을 이라 하자. 
   이 짝수일 때   , 이 홀수일 때   이므로    이다 제 동형정리에 의하여 . 1
                      ker≅         
가 되어 잉여환   ker은 체가 된다.

 == 연습문제 (6.3) == 
6.3.1. (1)     (2)     (3)     (4)    

6.3.2. (1)  ∀∈이므로   ×   이다.
      (2)   ×    

      (3)     이므로    ×    이다.

환 6.3.3.  × 의 표수를 구하고 모든 단원과 영인자를 구하라, .

풀이( )   ×     이다 .
단원은      ×      ×                    이다.
영인자는     ×     ×     ×    이다 .

6.3.4.    라면 임의의 ∈에 대하여   이므로 분명히  ≦ 이다. 
  이라 하면 임의의 ∈ 에 대하여   ∈를 생각하자 그러면 . 

    

가 되어      ≦ 가 되어 모순이다 따라서 .     이다. 

6.3.5. (1)      이다 정역이므로 소거법칙에 의하여 .    이다.
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정리 과 에 의하여 (2) 6.3.3 (1)   이다.
별해  ( )   ,   이라 하자. 

∀∈에 대하여  ⊂ 이므로 ∈이다 따라서. 
     ⇒    ≦ 

이다 에 의하여 . (1)     이므로 임의의 ∈에 대하여 
            ⇒    ≦ 

이므로   이다 따라서 .   이다. 

6.3.6. (1)           

      (2)           

      (3)   

     

 

6.3.7. (1) ∀        ∈

는 덧셈 가환군임을 쉽게 증명할 수 있다. 
                                          

                     

              

이므로                   이다 같은 방법으로 . 
                         을 증명할 수 있다.
                                   

                                    

이므로               이다. 
그러므로  는 환이다. 

(2)  ∈ , ∀  ∈

              

               
이므로 

는 곱셈항등원 을 가진다(0,1) . 
      

단위원 을 가지므로 정리 을 이용하자(3) (0,1) 6.3.3 .
    인 경우.

∀∈       이므로     이다 .

    인 경우. 
     이고    ≠  ≦ ∀  

이므로   이다.
      
(4) ∀ ∈에 대하여 

              

         

이므로 는 환 준동형사상이다. 
   ⇒      ⇒   

∴는 단사
그러므로 는 단사 준동형사상이다.

6.3.8 ∈ 가 의 근이므로         이고 정리 에 의하여 , 6.3.13   은 의 근이다 또한 . 
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≠  ≠      ≠ 이므로  ≠   이다.     에서  
                  

                      

이므로    은 의 서로 다른 세 근이다 따라서 . 는 다음과 같이 인수분해 된다.
           −− −   −−  −−

 == 연습문제 (6.4) == 
  6.4.1.  ×  ×   ×  ×    ∈ ∈  

  6.4.2. ∀≠ ∈×  이다 따라서 영인자가 존재하므로 .  × 은 항상 정역이 아니다.

  6.4.3.  가   × ′의 아이디얼일 때 
               ∈  ′∈  ′  ′∈ ′  ′∈

라 하자. 
이때    ∈  ∈ 에 대하여 ′ ′∈  인 ′ ′∈ ′이 존재하므로

          ′  ′  ′ ′∈
′  ′∈
′  ′∈

이다 따라서 .    ∈가 되어  는  의 아이디얼이다. 
같은 방법으로     ′ 은  ′의 아이디얼이다. 
다음에 임의의    ′∈ ×  ′에 대하여  ′ ′∈  인 ′∈ ′ ∈ 이 존재하므로

               ′   ′  ′ ′∈

이다 그러므로 .  ×  ′ ⊂ 이다 역으로 . ∈ 에 대하여 분명히 ∈ ∈ ′이므로 ∈ ×  ′이다 따라서 . 
 ⊂  ×  ′이다 그러므로 .    ×  ′이다. 

별해  ( )  가   × ′의 아이디얼일 때 ∈ 에 대하여 
            ∈   ∈

이므로
               ∈  ∈  ′  ′∈ ′  ′∈

라 하자. 
이때    ∈  ∈ 에 대하여  ∈  이므로 

             ∈
  ∈
  ∈

이다 따라서 .    ∈가 되어  는  의 아이디얼이다. 
같은 방법으로     ′ 은  ′의 아이디얼이다. 
다음에 임의의    ′∈ ×  ′에 대하여   ′∈  이므로

          ′   ′∈

이다 그러므로 .  ×  ′ ⊂ 이다 역으로 . ∈ 에 대하여 
            ∈ ⇒ ∈

  ∈ ⇒ ∈ ′
이므로 ∈ ×  ′이다 따라서 .  ⊂  ×  ′이다 그러므로 .    ×  ′이다. 

위 연습문제 를 활용하자  6.4.4. 6.4.3. . 
(1) 의 아이디얼은  뿐이므로 아이디얼은 × ×  ×  ×  개 이다(4 ) . 
(2) 의 아이디얼은  이고 의 아이디얼은     ′      ′    ′이므로 아이디얼은 다음과 같이 
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개를 가진다8 . 
    × ×〈〉′×〈〉′×  ×  ×〈〉′ ×〈〉′ × 

(3) × ×  ×  × 

  6.4.5.
(1) ∈는 멱등원이므로   이다.
                         이므로 는 멱등원이다.
       에서     이다. 
                이다. ∴    

(2)     이므로 ∀∈    ∈  이다 따라서 .     이다. 
    ∈∩ ⇒   ′  ″ ⇒   ′  ′  ″  ″  ″  

이므로 ∩  이다 따라서  .   ⊕ 이다 .

 == 연습문제 (6.5) == 
정리 과 정리 를 이용하자6.5.1. 6.5.8 6.5.12 . 

잉여환은 (1) 와 과 동형이어야 하므로 극대 아이디얼과 소 아이디얼은    ′    ′뿐이다.
잉여환은 (2) 와 과 동형이어야 하므로 극대 아이디얼과 소 아이디얼은    ′    ′뿐이다.
잉여환은 (3) 와 동형이어야 하므로 의 아이디얼은 , 뿐이다 따라서 극대 아이디얼과 소 아이디얼은 . 

 ×   × 이다.
잉여환은 (4) 와 동형이어야 하므로 의 소 극대 아이디얼이 ,    ′뿐이다 따라서  극대 아이디얼과 소 아이디. 

얼은  × ,  × 이다.

별해  ( )
  (1) 은 순환군이므로 라그랑주정리에 의해 의 부분군의 위수는 이다1,2,3,6 .
즉, 의 부분군은       과 동형이다.
ⅰ ≅ 이고 은 체가 아니므로 은 극대 아이디얼이 아니다{0} .
ⅱ  ≅ 이고 은 체이므로 이 극대 아이디얼 존재
ⅲ  ≅ 이고 는 체이므로 이 극대 아이디얼 존재
ⅳ 은 극대 아이디얼이 아니다.
그러므로     은 의 극대 아이디얼이다.

6.5.2.
정리 에 의하여 (1)  6.4.7  ×  × ≅ × ≅ ×  ≅ 은 체이므로 정리 에 의하여  6.5.8

    × 는  × 의 극대아이디얼이다.
별해   ( )  × 는  × 의 아이디얼이다.

                 ×  ⊂  ×  ⊂  × 

을 만족하는  × 가 존재한다고 가정하자 그러면 . ∈ ⇒ 가 되어    or 이다.
따라서  ×    ×  or  × 가 되어  × 는  × 의 극대아이디얼이다.

정리 에 의하여 (2) 6.4.7  ×  × ≅ × ≅ ×  ≅ 은 체가 아닌 정역이므로 정리 에 과 6.5.8
정리 에 의하여 6.5.12  × 는  × 의 극대 아이디얼이 아닌 소 아이디얼이다.

별해 아이디얼   ( )  × 은  × ⊂  ×  ⊂  × 이다 가 소수이므로 에 의하여 . 2 (1)  × 는 극대 아이디얼이
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므로   × 은  × 의 극대 아이디얼이 아니다 한편 . ′ ′∈ × 에 대하여  
                ′′  ′′∈ ×  ⇒ ′′  

⇒ ′   or ′   ⇒ ′  ∈ ×  or ′  ∈ × 

이 되어   × 은  × 의 소 아이디얼이다.

정리 정리 에 의하여 기약다항식이 되는 6.5.3. 6.5.8,  6.5.18 를 구하면 된다 정리 에 의하여 차인수가 되지 . 5.6.4 1
않는 값을 구하자.  
(1)     라 하자.    ≠        ≠           ≠ 이면 기약 다항식이 되므로   일 
때 는 기약다항식이 되고  ′은 극대 아이디얼이므로 잉여환은 체이다.

마찬가지로 구하면 (2)    이다.

6.5.4. 


     


    이고 아이젠슈타인 기약판정법(   에 의하여  다항식 )     은 기약이므

로 


    도 기약다항식이 되어 주어진 잉여환은 체이다 정리 정리 ( 6.5.18, 6.5.8).

6.5.5. (1)     ′ ≅ 가 체이므로    ′은 극대 아이디얼이다. 
(2) ≠ ∈ 에 대하여   ∈는  위에서 기약 다항식이므로 정리 에 의하여  6.5.18      ′은 극대 아이
디얼이다 한편 양변의 차수를 비교하면 . 
                ′      ′ ⇒      ⇒    ⇒   

이 되어 모순이므로    ′ ≠     ′이다. 
정리 에 의하여 (3) 6.5.17 는 이므로 비자명 소 아이디얼은 이 아닌 생성원 PID 0 ≠ ∈가 존재하여 

   ′이다 이때 . 가 기약임을 보이면 충분하다 정리 적당한 ( 6.5.18)..  ∈에 대하여 
  라 하자 그러면  .    ′가 소 아이디얼이므로 
               ∈    ′ ⇒ ∈    ′ or ∈    ′
이다 먼저 . ∈    ′인 경우에는 
        ′∃′∈ ⇒     ′ ⇒   ′

가 되어 가 단원이다 다음에 . ∈    ′인 경우에도 같은 방법으로 가 단원이 되어 는 기약다항
식이 되어    ′는 극대 아이디얼이다.

6.5.6.       ∈ 와 ∈에 대하여 
                        ∈

    ⋅ ∈
    ⋅ ∈

이므로  는 의 아이디얼이다 그리고 임의의 .  ∈ 에 대하여 
            ⋯          ⋯         

이다 또한 . 
                ⇒       

     ⇒       

이므로         ≅ 이 체가 되어  는 극대 아이디얼이다. 
한편        ′ ≅ 는 체가 아니므로    ′는 극대 아이디얼이 아니다 정리 ( 6.5.8). 

6.5.7.  는 이므로 소 아이디얼은 PID   소수 의 형태이므로    ,    (  소수 라 하자) .
                  ∩  lcm  이다.

이때      , ∈ 이지만,  ∉ 이고  ∉ 이므로 ∩는 의 소 아이디얼이 아니다.

6.5.8. ⇒  가 소 아이디얼이라 하자.  ≠ 이므로 ∈    이다 그리고 .  ∉ 이다.   ∈ 에 대하여 
  ∉ 이고  가 소 아이디얼이므로  ∉ 이다 따라서 . ∈가 되어  는 곱셈집합이다. 
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별해( )  ∈ 에 대하여   ∉ 이고  가 소 아이디얼이므로  ∉ 이다 이 아닌 원소 .  0     ∈에 대
하여  가 정역이므로 
    ∈ ∈ ⇒ ∉   ∉  ⇒   ≠       ≠   

⇒        ≠    ⇒ ∈

⇐     가 의 곱셈집합이라 하자.  ∈ 에 대하여 ∈에 대하여 
      ∉  ⇒ ∉  or  ∉  ⇒ ∈ or ∈

그러므로  는 소 아이디얼이다. 
별해  ( )     ∈에 대하여 

                          ⇒ ∈ ⇒  ∉ 
⇒ ∉  or  ∉  ⇒ ∈ or ∈ ⇒       or       

이므로 는 영인자를 갖지 않으므로 정역이다 따라서 .  는 소 아이디얼이다.

연습문제 에 의하여 6.5.9. 5.7.2 는 의 부분환이다. 

임의의  (1) 


′

′ ∈ 

 ∈에 대하여

               


′
′

′
′  ′ ∈




⋅


 

 ∈ 


⋅


 

 ∈

이므로  는 의 아이디얼이다. 

다음에   ≨  인 아이디얼  가 존재한다고 하자 그러면 . 

 ∈   ∉ 가 존재한다 그러면 . ∈이고 



 ∈이다 따라서 .    


⋅

 ∈가 되어   가 된다 정리 따라서 ( 6.1.6).  은 의 극대 아이디얼이다. 

  (2)  가 의 극대 아이디얼이라 하자.  ≠ 이라 하면 

 ∈   이 존재한다 그러면 . ∉ 이므로 ∈이고 



 ∈이다 그러므로 .   


⋅

 ∈ 이 되어   가 되어 극대 아이디얼에 모순이다 따라서 . 의 극대 아이디얼은 

 뿐이다. 

6.5.10. 
모든 이 아닌 sol) 0  의 소 아이디얼  에 대하여     인 아이디얼  이 존재한다고 하자.

 이 이므로   PID  〈〉′  〈〉′인  ∈이 존재한다 그러면 . 
             ∈〈〉′ 〈〉′ ⇒   ′∃′∈  ⇒ ′∈〈〉′  

이다.  가 소 아이디얼이므로  ∈ or ′∈이다. 
먼저    ∈이면   ′이고   ′  ′′ ⇒   ′′이 되어 ′이 단원이다 따라서. 

             ′ ∈ ⇒   

이다 다음에  . ′∈이면 같은 방법으로 가 단원이다 따라서. 
                ∈ ⇒   

이다 정리 그러므로 ( 6.1.6).  는  의 극대 아이디얼이다. 

6.5.11. 
⇒  이 환 의 극대 아이디얼이면 은 체가 되어 단순환이다 따름정리 ( 6.5.10).
⇐ 잉여환  이 단순환이라 하자.  의 아이디얼   에 대하여     이라하자 그러면 자연 준동형사상 . 
   → 에 대하여 정리 에 의하여 6.2.1   은 의 아이디얼이고
                              

이다 다. .  이 단순환이므로 
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      or   이다 따라서 .   이거나   이 되어  은 의 극대 아이디얼이다.

6.5.12 가 전사이고 환 준동형사상이므로 제동형정리에 의해 ker≅   가 체이다.
따라서   ker는  의 극대 아이디얼이다.

6.5.13. 가 소 아이디얼이므로 는 정역이다 정리 ( 6.5.12). 
     이 유한정역이므로 는 체이다 정리 따라서 ( 5.2.9). 는 의 극대 아이디얼이다 정리 ( 6.5.8).

 == 연습문제 (7.1) == 
7.1.1 가 소원이라 하면   이므로 ≠   ≠   ≠ 이고 는 단원이 아니다. 
        ∵  

      ⇒   or   

⇒    or   

⇒    or   

      ⇒ 가 단원 or 가 단원  가 둘 다 기약원임에 모순)
따라서       는 소원이 아니다 그러므로 정리 에 의하여 . ( 7.1.9) 〈〉′는 소 아이디얼이 아니다.

그러므로 극대 아이디얼이 아니다 정리 ( 6.5.13). 

7.1.2 (i) 가 의 소원이면 는 의 기약원이다.(∵정리7.1.7)
      (ii) 가 의 기약원이면 과 가역원이 아닌 원소이다.

또한          라고 가정하자 그러면 .   ∃∈ 이다.  가 이고 UFD  가 기약원이므로 인수분해의 유일
성에 의하여 는 의 인수이거나 의 인수이다 따라서 . 는 소원이다.

따라서 에 의하여        (i), (ii) 에서 기약원과 소원은 동일한 개념이다.

7.1.3 (1)   는 아이젠슈타인 정리(   에 의해 )  위에서 기약이므로  에서도 기약이다.
          는 이므로   는 소원이다.

      (2) 〈〉′  〈〉′  ∈≅ 이고 는 정역이다.
         따라서 〈〉′는 정역이므로 〈〉′는 소 아이디얼이다.

연습문제 참조      (3) ( 6.5.6 ) 〈 〉′   〈 〉′  〈 〉′≅ 이고 는 체이다.
         따라서 〈 〉′는 체이므로 〈 〉′는 극대 아이디얼이다.

 == 연습문제 (7.2) == 
  7.2.1.  는 라 하자 그러면 아이디얼 PID .      ′        ′ 인    ∈ 가 존재한다.
           ∈      ′        ′ ⇒ ∃             

 가 기약원이므로      가 단원이거나     가 단원이다. 
먼저     가 단원인 경우에는 정리 에 의하여 6.1.6
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              ′     ′  ∋ ⇒   ′ ′∈        ′       ′    

이다 이것은 좌변은 상수항이 없으므로 모순이다. .
다음에       가 단원 이면    이다 그러면.  

         ∈      ′      ′    ′ ⇒ ∃ ″ ∈          ″   

이다 이것은 우변에 계수가 인 . 1 항이 없으므로 모순이다 따라서 .      는 가 아니다PID .

  7.2.2. ⇒  가 서로소라 하자.   의 최대공약수는 단원 이다 가 이므로 정리 에 의하여 적당한 . D PID 7.2.2
 ∈가 존재하여 
                                      ⇒        

이다. 
⇐     인  ∈가 존재한다고 하자 그리고 . 가  의 최대공약수라 하자 그러면 . 
                       ⇒ 

이므로 적당한 ′∈ 가 존재하여   ′이므로  는 단원이 되어   는 서로소이다. 

정리 을 이용하자  7.2.3. 7.2.3 .
(1) ⇒ ′  ′       인 ′ ′  ∈ 가 존재한다. 

                 ′  ′    ′′  ′  ′  ′   ⇒ ∈ 
⇐     인  ∈ 가 존재한다. 
                     ⇒ ∈ ∈ 
(2)  가 서로소이므로     인  ∈ 가 존재한다 한편 .  ⇒    ∃이므로
              ⇒      ⇒        ∴ 

(3)  가 서로소이므로     인  ∈ 가 존재한다 가정에서 . ∃ ′  ′∈    ′   ′이므로 
           ⇒ ′  ′      ∴ 

  7.2.4. 
정리 에 의하여 (1) 7.2.2  ≠ 이므로 

               ′  ′ ⇒   ′  ′
인  ∈ 가 존재한다 정리 에 의하여 . 7.2.3 ′ ′은 서로소이므로 ∈′′이다. 

(2)   ′′  ′  ′이므로   이다 한편 .  이라 하자 그러면 적당한 . ″ ″∈에 대하여 

                    ″  ″ ⇒ ′  ′″  ′′″  ″ ⇒  ′
″  

이다 한편 에 의하여 . (1) ∈′′이므로 정리 를 이용하면7.2.4(2)
               ″  ″ ⇒ ′″  ′″ ⇒ ′″  ′″ ⇒ ′′″ ⇒ ′″
이다 그러므로 . 

                ′
″

 ′
″

⇒ 

이 되어 ∈이다 분명히 .   ′′  이다. 
  

별해 정리 에 의하여 최소공배수   ( ) 7.2.2 ′∈가 존재한다 그리고 . ′  ′이라 하자 그러면 . 

                            ′


·

′
 ′·

′
   ′


·

′
 ′·

′
이므로  ′  ′이다 다음에 .  라 하면 

                                    


 


이므로 ′
 이다 그러므로 . ′


 ′이고 따라서 ′∈이다. 
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그러면 분명히     이다 또한 정리 에 의하여 . 7.1.14 ′  ′와   은 동반원이다 따라서 . 과 ′은 
동반원이다 그러면 정리 과 같은 방법으로 . 7.1.14(1) ∈을 증명할 수 있다.  

예 에 의하여   7.2.5. 6.1.26  ≅ 이고 가 소수이므로 는 체이다 따라서 정리 에 의하여 . 6.5.8 는 의 극
대 아이디얼이다. 

풀이  7.2.6. ( 1) 가 주아이디얼 환이므로 아이디얼의 생성원은 의 약수에서 나온다 즉 모든 아이디얼은 . , 
〈′′〉′ ≦ ′ ≦   ≦ ′ ≦ 인 형태이다 따라서 . 
                    〈′′〉≅ ′′

이 체가 되려면 ′   ′  이거나 ′   ′  이어야 하므로 극대아이디얼은 〈〉 〈〉이다.

풀이( 2) 가 주아이디얼 환이므로 아이디얼의 생성원은 의 약수에서 나온다 즉 모든 아이디얼은 . , 
〈′′〉′ ≦ ′ ≦   ≦ ′ ≦ 인 형태인데, ′ ′인 아이디얼 중에서 극대 아이디얼이 나온다 이 때.  ,
         ′이면, 〈′′〉′  〈〉′〈〉′  이고,  ′이면, 〈′′〉′  〈〉′〈〉′  이다. 
한편,  가 서로 다른 소수이므로 〈〉 〈〉는 서로 포함관계가 없다 따라서 극대 아이디얼은 . 〈〉 〈〉이다.

 == 연습문제 (7.3) == 
풀이7.3.1 ( 1)             

                      이므로          ∈  이다.
풀이 유클리드 호제법을 이용하자( 2) .

        ∈  이다.

풀이7.3.2 ( ) (1)         ,       라 하자. 

        과       의 최대공약수는     이다.  
최소공배수는         


 

  


  


      이다. 

유크리드 호제법의 역순으로 계산하면   


     

       

       

       
 



 




        

    

   

   
 



         


       

     

     

   


  

 



 




     

   

  


  



  


 


 



           
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            
        

       


 


  

 
       


     

     
       


  


    

    


  




   


 


  




이다.
별해  ( )

        

몫      
   




         

    




           


  


  




나머지           


  

    

위 표에서         (       ⋅   가 성립한다.)
에서       


 


  


이다.   ∴     


    


  




(2)         ,      라 하자. 

         

  
           
       

   

   
 

 
    

    

   

   
  

   

 
    0

따라서     이고              이다.

      

몫           

           

        1            

나머지               

            이므로     ,     이다.

풀이7.3.3 ( ) (1) ( ) ⇒ ∈   라 하자.
그러면   ⋅′    ⋅′인 ′  ′∈가 존재한다.

그런데 는 기약이므로  또는  ′가 단원이다.
′가 단원이면   이고    이므로    이다 이것은 모순이다. .
그러므로 가 단원이고, ∈   이다.

( ) ⇐    라 하자 그러면 . ∈   이다.
그런데  ∈   이므로 는 단원 정리 이 되어 모순이다 따라서 ( 7.1.14) .   이다.
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(2) ( ) ⇒ 가 기약이므로 ∈   는 단원이거나 와 동반원이다. 
하지만 에 의하여 단원이 될 수 없으므로 정리 에 의하여 (1) 7.1.14 ∈   이다. 
 ( ) ⇐ ∈   이면   인 ∈가 존재한다 그러므로 .     이다 . 

7.3.4.     ±  ± 이므로 최대공약수는 개가 존재한다4 . 
 (1)   

  
 





≒    몫 이고 나머지는 ( )    ,      

  
   


≒   

              

  
       
   

     

     
  

 
    

    

    

 
    

                 ±     ±      ±     ± 

(2)        ±    ±   

(3)          ±     ±    

(4)       ≡ ±    ±   

정수의 나눗셈 알고리즘에 의하여 7.3.5 (1) ) ⅰ  ≠ ∈  ∃ ∈       ≦   이므로
                  ⇒   이다.
 ) ⅱ ∀  ≠  ∈,     ≦     ⇒  ≦ 

그러므로 는 유클리드 노름이다. 

유클리드 노름이 아니다(2) . 
반례  ( )      일 때           가 되어 조건 가 성립하지 않는다2 .

  7.3.6 (1)  ∈가 동반원이므로 단원 가 존재하여   이다. 
             ≧ 

이다 한편 .    이므로 
               ≧ 

이다 따라서 .   이다. 

(2) ⇒ 임의의  ∈〈〉′에 대하여 적당한  ′∈가 존재하여 
                    ′ ′   또는 ′    

이므로 ′      이다 만약 . ′ ≠ 이라 하면 
           ′    ≧     ′
이 되어 모순이다 따라서 .   이다 그러므로 . 
      ∈〈〉′ ⇒ 〈〉′ ⊂〈〉′
분명히 〈〉′ ⊂〈〉′이므로 〈〉′ 〈〉′이다.
 ⇐ 〈〉′ 〈〉′이라 하자 분명히 .  ≦ 이다. 
∈〈〉′ 〈〉′이므로   ∃∈이다 따라서 . 
          ≧ 

이므로   이다. 

(3)  ⇒ 가 단원이면 〈〉′ 〈〉′이므로 에 의하여 (2)   이다.
별해       ( )  ≦  ≦     ⋅   ⇒   

⇐   라 하자 에 의하여 . (2) 〈〉′ 〈〉′이다 그러면 . ≠ 이므로 
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       ∈ ⇒   

이므로 가 단원이다.

(4) 가 정역이므로 이 아닌 원소 0 ∈가 가역임을 보이면 된다. 가 상수함수이므로 모든 원소
    ≠ ∈에 대하여  
                

이다 에 의하여 . (3) 는 단원이다 따라서 . 는 체이다.
별해   ( ) 가 상수함수이므로 모든 원소 ≠ ∈에 대하여 

                     

이다 그러면 정리 에 의하여 . 7.3.13 는 단원이다 따라서 . 는 체이다.

임의의 7.3.7  ∈ 와 ∈ 에 대하여 
 1) ≠ 인 경우를 살펴보자.
       ≧   이다 그러므로 .  ∈ 이다 그리고 .   ≠ 이면
            ≧    ⇒  ∈

 ≧    ⇒ ∈

   이면    ∈이다. 
  2)   인 경우는   이면 위 에서 1)    ∈이다. 
  이면 분명히     ∈이다. 
또한   이면 임의의 ∈ 에 대하여 분명히   ∈ 이다 그러므로 .  는  의 아이디얼이다. 

다음에  의 아이디얼   에 대하여     라 하자.  ≠ 이면 ∃∈   이므로 정리 에 의하여 7.3.13
  이 되어 은 단원이 되어야 한다 따라서 .    이다 정리 ( 6.1.6).  

  7.3.8   가 환 준동형사상이라 하자 임의의 .   ∈ 에 대하여 
                         

이므로   는 과  에 의하여 결정된다 은 멱등원이므로 . 1   에서   이거나 이다1 . 
      ∈ 이라 하자.
     인 경우. 
                     

이다 임의의 .     ′  ′ ∈ 에 대하여 
         ′  ′   ′  ′  ′  ′   ′  ′ ′ ′

  ′  ′      ′  ′   ′  ′ ′

에서
          ′  ′  ′  ′

′  ′  ′  ⇒ ′  ′  ′  ′
′  ′  ′

이다.  ≠ 이면 ′  ′  ′이므로 
        ′  ′  ′ ⇒   

이 되어 소인수분해의 유일성에 모순이다 따라서 .   이고   이다 그러므로 .        이 되어 
                   

이다. 
     인 경우.
                     

이다 임의의  .    ′  ′ ∈ 에 대하여 
         ′  ′   ′  ′  ′  ′ 

 ′  ′  ′  ′ ′ ′ 
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         ′  ′      ′  ′ ′ 

 ′  ′  ′  ′  ′ ′ ′  ′  ′

에서

          ′  ′  ′  ′  ′  ′  ′  ′  ′
′  ′  ′  ′  ′  ′

 ⇒     
  

이다.  ≠ 이면   이므로   이 되어 소인수분해의 유일성에 모순이다 따라서 .   이어야 한다 그러면 . 
  이다 그러므로 .       ±  이 되어 
                     ± 

이다. 
그러므로 환 준동형사상을 가지 존재한다  3 .

동형사상 7.3.9     →  가 존재한다고 하자 그러면 적당한 .   ∈ 에 대하여 
                         

이다 그러면 .   이므로 
                                        

이므로        에서    또는    이다 어느 경우든 . 소인수분해의 유일성에 모순이다 따라서 동형사. 
상이 존재하지 않는다. 

별해( ) 동형사상      →  가 존재한다고 하자 그러면 전사이므로 적당한 .   ∈ 에 대하여 
                         

이다 그러면 . 
                                     

이고 가 단사이므로        에서    또는    이다 어느 경우든 . 소인수분해의 유일성에 모순이다. 
따라서 동형사상이 존재하지 않는다.

 == 연습문제 (7.4) == 
7.4.1 (1)      소수이므로   에서 기약원 따름정리 이지만 ( 7.4.4)     이므로 는 기약원이 아니다2 .

정리 에 의하여  (2) 7.4.7  는 이다ED .   
풀이( 1)   의 유클리드 노름       이다 정리 그러면 ( 7.3.7). 

   이므로  〈〉′의 원소   〈〉′  〈〉′는 유클리드 정역의 성질 에 의하여 ①
                    ⇒      

로 택할 수 있다 그러면 . 
                     ∈〈〉′
이므로 
      〈〉′    〈〉′    ∈  〈〉′   〈〉′ ≅ 

이다 이것은 유한 정역이므로 체이다. . 
별해 함수    ( ) 

              〈〉′ →       단 ( , 는 로 나눈 나머지2 )
라 정의하면 
                               

                             

이므로 환 준동형사상이다 분명히 전사함수이고 . 
    ker      ∈       ∈〈〉′
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이므로 제 동형정리에 의하여 1
             〈〉′ ≅ 

이다 . 

다음에   〈〉′의 원소  〈〉′ ≠  〈〉′에 대하여 
            〈〉′   〈〉′   〈〉′
이므로  〈〉′는 정역이 아니다. 

곱셈노름 7.4.2.  정리 을 이용하여 증명하자 원소 ( 7.3.6) .       ∈ 에 대하여 
                                        

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                 

이므로   은 의 약수 중의 하나이다 이 때 121 1, 11, 121 .     인  ∈는 없으므로     이거
나     이다 정리 에 의하여 . 7.3.7   가 단원이거나    가 단원이 되어 은 기약원이다11 . 

과 같은 방법으로 11     도 기약임을 증명할 수 있다. 

정리 에 의하여 7.4.3. 7.3.7   ∈ ,          인   ∈ 가 가역원이다 그. 
러면  ±    이므로   의 가역원은 ± 이다.

7.4.4.     ∙                 이다.
여기서                  가 기약원임을 보이면 된다. 

먼저 인 경우 원소   1) 3 .       ∈ 에 대하여 
                                        

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                 

이므로   은 의 약수 중의 하나이다 이 때 9 1, 3, 9 .     인  ∈는 없으므로     이거나 
    이다 정리 에 의하여 . 7.3.7   가 단원이거나    가 단원이 되어 은 기약원이다3 . 

인 경우 인 경우와 같은 방법으로 기약을 증명할 수 있다 2) 7 . 3 . 
 3)    인 경우 원소 .       ∈ 에 대하여 
                                           

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                    

이므로   은 의 약수 중의 하나이다 이 때 21 1, 3, 7, 21 .      또는 인  7  ∈는 없으므로 
    이거나     이다 정리 에 의하여 . 7.3.7   가 단원이거나    가 단원이 되어    

은 기약원이다. 
 4)    인 경우.    와 같은 방법으로 기약임을 보일 수 있다. 
 5)    인 경우 원소  .       ∈ 에 대하여 
                                           

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                    

이므로   은 의 약수 중의 하나이다 이 때 21 1, 3, 7, 21 .      또는 인  7  ∈는 없으므로 
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    이거나     이다 정리 에 의하여 . 7.3.7   가 단원이거나    가 단원이 되어    

은 기약원이다. 
 6)    인 경우.    와 같은 방법으로 기약임을 보일 수 있다. 

정리 에 의하여 7.4.5. (1) 7.3.7 ±          인 정수  의 쌍만 구하면 된다 예를 들어 4 . 
                          ⋯

에서            ⋯가 단원이다. 

가 기약임을 보이자 원소 (2)  2-1) 2 .       ∈ 에 대하여 
                                        

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                

이므로   은 의 약수 4 ±  ±  ±  중의 하나이다 이 때  . 
                          이거나     

이면  ≡ mod 이거나  ≡  ≡ mod 이다 르장드르 기호를 이용하면 . 

                  
   



⋅

 이고 

   

  
   





   

이므로 해가 존재하지 않는다 그러므로  .    은 ± 이거나   은 ± 이다 정리 에 의하여 . 7.3.7
  가 단원이거나    가 단원이 되어 는 기약원이다2 . 

 2-2)    이 기약임을 보이자 원소 .       ∈ 에 대하여 
                                          

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                   

이므로   은 의 약수 6 ±  ±  ±  ±  중의 하나이다 이 때  . 
                         ± 이거나    ± 

이면 과 같은 방법으로 해가 존재하지 않음을 보일 수 있다 그러면  2-1) .    은 ± 이거나   은 ± 이
다 정리 에 의하여 . 7.3.7   가 단원이거나    가 단원이 되어    은 기약원이다. 

가 소원이 아님을 보이자(3) 3-1) 2 .         이므로 
              ⇒       

이다 하지만 .    이면 
                    ∈ 

이다 그러면 . 
                              ⇒ 

이 되어 모순이다 따라서 .    이다 같은 방법으로 .    을 보일 수 있으므로 는 소원이 아니다2 . 

3-2)    가 소원이 아님을 보이자. 
                  ⇒     ⋅

이다 하지만  .     이면 
                    ∈ 

이다 그러면 . 
                                 ⇒ 

이 되어 모순이다 따라서 .     이다 같은 방법으로 .     을 보일 수 있으므로    는 소원이 아니
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다. 

7.4.6.  ∈가 존재하여      이다 따라서 . 
                        

이므로  는   의 약수이다. 
   

잉여환 7.4.7     ′는 유한환이다 정리 또한 ( 7.4.10). 
                     ′       ∈  

이므로     ′는 극대 아이디얼이 아니다 따라서 .     ′는 체가 아니다 만약 .     ′가 정역이면 유
한 정역이 되어 체 정리 가 되므로 모순이다 따라서 ( 5.2.9) .     ′는 정역이 아니다.

별해   ( )     ±  ± 이다 원소 .     ′∈     ′를      ′라 정의하자 그러면. 
                            ⋅        

이다 만약 .    이면 적당한 원소 ∈가 존재하여 정리 과 곱셈노름 3.1.7(4) 을 이용하면 
                        ⇒                

이다 이때 .   가 되어 모순이다 따라서 .   ≠ 이다 같은 방법으로 .   ≠ 이다 그러면 영인자가 존재하므. 
로     ′는 정역이 아니다.

7.4.8.  〈  〉′    〈  〉′   ∈           이다. 
이때 원소  〈  〉′∈〈  〉′를   〈  〉′라 정의하자 그러면.  
       〈  〉′   ±  ±  ±  ±  ±  ∓  ±  ±  ±  ±  ±  ∓  ±  ±  ±  ∓ 

이다 복호동순 한편 ( ). 
               ⇒       

      ⇒    

이므로     이다 따라서 .  
                      

         

                    
        

이다 나머지 가 있는 원소는 같은 방법으로 . 2 ±  ±   중의 하나와 같음을 증명할 수 있으므로   
          〈  〉′   ±  ±  ±  ±  ±  ∓  

이다 한편 . 
                     ⇒      

            ⇒      

 

이다 따라서 . 
          〈  〉′                

이다 이때 각 원소의 차의 곱셈노름을 구해 보면 . 8    의 배수가 아니므로 서로 다른 원소가 된다 예를 들. 
어    이라 하자 그러면. 
                                 ∈〈  〉′
이고 적당한 , ∈에 대하여 
                   ⇒                  

에서   가 되어 모순이다 따라서 .  ≠ 이다. 
따라서    〈  〉′은 개의 원소를 가진다8 . 

7.4.9. (1) 〈  〉′    〈  〉′   ∈          이다. 
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이때 원소  〈  〉′∈〈  〉′를   〈  〉′라 정의하자 그러면.  
                   〈  〉′   ±  ±  ±  ±  ±  ∓  ±  ± 

이다 복호동순 한편 ( ). 
               ⇒   

     ⇒    
     

이다 따라서 .     이므로 
            〈  〉′   ±  ±  ±  ± 

이다 한편 . 
                              
이다 따라서 . 
                 〈  〉′      

이다 이때 각 원소의 차의 곱셈노름을 구해 보면 . 5    의 배수가 아니므로 서로 다른 원소가 된다 예를 들. 
어  이라 하자 그러면. 
                                ∈〈  〉′
이고 적당한 , ∈에 대하여 
                   ⇒                  

에서   가 되어 모순이다 따라서 . ≠ 이다. 
따라서    〈  〉′은 개의 원소를 가진다 그러면 체 5 . 와 동형이므로 체가 된다. 

위 풀이 에서 (2) (1)    이므로        이다 따라서 . 

                   


 


 

이므로     
 

  이다. 

7.4.10. 이 PID 에서 기약원임을 보이면 충분하다 정리 ( 7.4.10(2)). 
원소     ∈ 에 대하여 
                                        

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                 

이므로   은 의 약수 중의 하나이다 이 때 49 1, 7, 49 .     인  ∈는 없으므로     이거나 
    이다 정리 에 의하여 . 7.3.7  가 단원이거나   가 단원이 되어 은 기약원이다 정리 에 의하여 7 . ( 7.2.6
〈〉′은 극대 아이디얼이고 정리 에 의하여, 6.5.8 )  〈〉′은 체이다 또는 정리 ( 7.4.10(2)). 

다음에 원소수를 구하자.  
        〈〉′    〈〉′   ∈        이다. 
이때 원소  〈〉′∈〈〉′를   〈〉′라 정의하자 그러면.   이므로
                             

     
     

이다 그러므로  . 
        〈〉′   ±  ±  ±  ±  ±  ±  ± ±  ± ∓       

이다 복호동순( ). 

이다 이때 두 원소의 차  .      ± ⋯± 의 곱셈노름을 구해 보면
                          
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          or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

          or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

          or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

          or      ⇒          

  or      ⇒          

  or      ⇒          

          or      ⇒          

  or      ⇒          

          or      ⇒          

중에서 나온다 하지만 어느 것도 . 49  의 배수가 아니므로 서로 다른 원소이다 정리 참조( 3.1.7(1) ). 
예를 들어        이라 하자 그러면. 

                                      ∈〈〉′
이고 적당한 , ∈에 대하여 
                   ⇒                

에서   가 되어 모순이다 따라서 .       이다. 
여기서 ± ±  ± ∓ 의 쌍이 ⋅  개이므로 원소수는 개이다49 .  

따라서    〈〉′은 개의 원소를 가진다49 . 

문제 수정 잉여환 7.4.11. (1)( ) 〈〉′은 체임을 보이고 위수를 구하라.
풀이 이 ( ) 3 PID 에서 기약원임을 보이면 충분하다 정리 ( 7.4.10(2)). . 

원소     ∈ 에 대하여 
                                        

이라 하자 양변에 곱셈노름을 취하면. 
                                 

이므로   은 의 약수 중의 하나이다 이 때 9 1, 3, 9 .     인  ∈는 없으므로     이거나 
    이다 정리 에 의하여 . 7.3.7  가 단원이거나   가 단원이 되어 은 기약원이다 정리 에 의하여 3 . ( 7.2.6
〈〉′은 극대 아이디얼이고 정리 에 의하여, 6.5.8 )  〈〉′은 체이다 또는 정리 ( 7.4.10(2)). 

다음에 위수를 구하자  .  
        〈〉′    〈〉′   ∈        이다. 
이때 원소  〈〉′∈〈〉′를   〈〉′라 정의하자 그러면.  
        〈〉′   ±  ±  ±  ±  ±  ∓  ±  ±  ±  ±  ±  ∓  ±  ±  ±  ∓ 

이다 복호동순 한편 ( ).  이므로   이고   이다 그러므로 . 
                〈〉′   ±  ±  ±  ±  ±  ∓ 

이다 이때 두 원소의 차의 곱셈노름을 구해 보면 . 9  의 배수가 아니므로 서로 다른 원소가 된다 예를 들어 . 
   이라 하자 그러면. 
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                                 ∈〈〉′
이고 정리 참조 적당한 ( 3.1.7(1) ), ∈에 대하여 
                 ⇒              

에서   가 되어 모순이다 따라서 .  ≠ 이다. 
따라서    〈〉′은 개의 원소를 가진다9 . 

노름이 인 원소를  (2) 4  ∈라 하자 그러면 . 
                                    

이므로     ± 이거나  ±    이어야 한다 한편 .  〈〉′   〈〉′  〈〉′   〈〉′이다 그러. 
므로 
                     〈〉′   〈〉′   〈〉′

  〈〉′   〈〉′   〈〉′
  〈〉′   〈〉′   〈〉′
  〈〉′   〈〉′   〈〉′

이다. 

 == 연습문제 (8.1) == 
8.1.1.    →  는 동형사상이다 .  와  의 기저이면  는  의 기저가 됨을 보여라.

풀이( ) 가 동형 사상이므로 dim    이라 하고,     ⋯   가 의 기저라 하자.
         ⋯    가  의 기저임을 보이자 정리 에 의하여 . 8.1.7  가 차독립임을 보이면 충1
분하다. 

스칼라   ∈      ⋯ 에 대하여      ⋯     이라 하자 그러면 . 
                  ⋯     

이고  가 단사함수이므로 
                    ⋯    

이다 이때 .  가 기저이므로      ⋯    이다 따라서 .  는 에서 최대 차독립이므로 1  의 기저이
다 정리 ( 8.1.7). 

8.1.2 (1)   이므로 ∈ 이다. 
임의의   ∈  ∈ 에 대하여 
               ∈ 

   ∈ 

이므로  는  ′의 부분공간이다. 

(2) dim   dim ker    ≤ 이라 하자.
ker의 기저를 ⋯라 하자 그러면  기저확장정리에 의해 . 의 기저 ⋯  ⋯이 존재한다.
그러면 임의의 ∈ 에 대하여    ⋯        ⋯ ∈ 인 스칼라 ∈ 가 존재하므로  
         ⋯        ⋯      ⋯         ⋯  

      ⋯  

이다 따라서  .    ⋯  은  의 생성원이 된다.
다음에      ⋯  ∈ 가 존재하여 

        ⋯    
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⇒      ⋯    

⇒      ⋯    

⇒      ⋯ ∈ker

⇒  ⋯        ⋯ 이 되는  ⋯ ∈가 존재한다.
⇒  ⋯          ⋯     

⇒  ⋯      ⋯    (∵⋯이 기저이므로 차독립1 )
⇒     ⋯    

그러므로     ⋯    은 일차독립이다 따라서 .    ⋯ 은  의 기저이다. 
     dim     dim ker    dim  이므로 dim  dim ker  dim  이다.

8.1.3
(1)         ∈이므로  의 기저는  이다.
(2)              ∈이므로   의 기저는     이다.

8.1.4

4.       라 하자.

            

⇒     

⇒       

⇒       

⇒       이다.

       ∈라 하자.

         가 기약임을 보이자 일차인수가 있다면 즉. , ,  의 근이 존재한다면 ±  또는  ±  중에 있다 하지만 . 
 ±     , ±   이므로 일차인수는 없다.

다음에   의 이차인수가 존재한다고 하자. 

                       ∈

                           

⇒                       

⇒                     

이다 정리 ( 5.6.7) 이때 .   이면        이고 ≠ 이면        이다 이 식을 만족하는 .   ∈는 존
재하지 않으므로 모순이다 따라서 . 의 이차인수는 존재하지 않는다 따라서 . 는  위에서 기약이다 .

∴           

8.1.5.      라 하자.      ,      ,        이다.
                  ∈ ,       ∈

가  에서 일차인수가 없음을 보이자. 의 두 근  ± 는  의 원소가 아니므로 인수정리에 의하여 
 에서 일차인수를 갖지 않는다 따라서 .        는    위에서 기약이다 .

별해  ( )   ∈ 가 근이라 하자.
          이고              이다.
즉,           이다.        이고     이다. 

먼저     인 경우     이므로    ±  는 의 원소가 아니다. 
다음에     인 경우        는 의 원소가 아니므로 인수 정리에 의하여  에서 일차 인수가 

없으므로      는   위에서 기약이다 .
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8.1.6
6.    의 다음 체위에서의 기약다항식을 구하라.
(1)     ℝ 을 구하자. 
      라 하자
           

       

       

              ∈라 하자. 의 근은  ± 은 실수가 아니므로 인수정리에 의하여 에 차 1
인수가 없다 따라서 . 는  위에서 기약이다 
       ∴    ℝ          

(2)      ℚ 를 구하자. 
       라 하자
                   

    

      

        ∈라 하자 만약 . 가 에서 차인수가 있으면 따름정리 에 의하여 1 5.6.9 의 근
은 의 약수에서 존재한다16 . 
            ±        ≠ 

±        ≠ 

±      ×    ≠ 

이므로 인수정리에 의하여 는 에서 차인수가 없다1
  
 가 에서 차인수가 없음을 보자2 .
                      ∈

라 하자 정리 ( 5.6.7).
                         










   
      
    
  

에서        이므로   이거나   이다.  
    인 경우에는        이므로 
                         ⇒       

를 만족하는 정수는 없다. 
다음에     인 경우에는 

                ⇒    or  

를 만족하는 정수는 없다 따라서 . 에 에서 차인수가 없으므로 2  위에서 기약이다 . 
         ∴    ℚ       

(3)     ℚ 를 구하자. ℚ      ∈

       라 하자.      이므로        이다. 
        ∈의 두 근  ±  은 에 속하지 않으므로 인수정리에 의하여 에서 일차인수
가 없다. 

따라서          ℚ      이다. 

(4)    ℚ  을 구하자.  ℚ      ∈ℚ
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       라 하자.     .          

          ∈ 라 할 때  에서 일차인수가 없음을 보이자. 의 두 근  ± 는 
 의 원소가 아니므로 인수정리에 의하여  에서 일차인수를 갖지 않는다 따라서 .        

는    위에서 기약이다 .
따라서       ℚ        이다. 

8.1.7.      는  위의 기약다항식고    이므로 크로네커 정리에 의하여  
          〈〉′            ∈   

이다. 
(1)        ∙    ∙    ∙        

∴          

(2)          ∙    ∙  ∙      ∙    ∙  ∙           

∴        

(3)               

⇒                

⇒      


      

별해   ( 1)     ,     라 하자. 

         


       
   

   

 

     
      

      

     
           

            

       
              

              

                2

따라서  

           

몫          

          

             

나머지        2

    ⋅             ⋅           이다.
그러므로 다음을 얻는다. 
           ⋅                      

⇒      


       

별해 ( 2)           이라 하자.
                                     

에서                     이므로  의 값을 구하면 

            


   


   


   


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이다.     ∴     


  


  


  



(4)             

⇒             

⇒       

⇒        

이다 한편 . 
                    

⇒                

⇒      


      

이므로         

⇒      


      

⇒      


        


      

별해  ( 1)     ,     라 하자. 

         


       
   

   

   
 

    

 
       

       
     

 
 

           

           
         

            2

따라서  

           

몫           

             

               

나머지              

                                  이다.
그러므로 다음을 얻는다. 
                                   

⇒      


      

별해  ( 2)            이라 하자.
                                

에서                   이므로  의 값을 구하면 

                


   


   


   



이다.  ∴      


  


  


  



8.1.8 (1)       ∈ 에 대하여
   ≠      ≠      ≠        ≠ 

      ≠     인 ∈가 존재 하지 않는다. 
따라서 는  위에서 기약이다 정리  ( 5.6.4(2)).
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(2) 가 기약이므로 크로네커 정리에 의해                 ∈이다.

 의 원소의 개수는  개이다=125 .

(3)            

⇒              

⇒                

별해  ( )          인 를 구하자.
                이다.
   ∴       

8.1.9 (1)    ≠     ≠ 이므로 인수정리에 의해 는 일차인수를 갖지 않으므로 에서 기약이다.

(2)     〈〉′

      〈〉′

       〈〉′   ∈ 

       ∙       〈〉′   ∈   ∈

             ∈        

                           

(3) 가 의 근이고 표수가 이므로 2   이 의 근이 된다.
          이므로              

8.1.10   〈


    〉′ 〈    〉′이므로       가  위에서 기약임을 보이면 된다 .   일 때 

판정에 의하여 Eisenstein 는  위에서 기약이다 .  

따라서  /〈


    〉′  /〈    〉′은 체이다 정리 ( 7.2.6). 

       〈〉′      〈〉′            〈〉′
⇒   〈〉′   


      〈〉′

유리수체 8.1.11 ) ⅰ  위의 다항식        이  에서 기약임을 보이자 
               ≠ ,           ≠ 

      ∴  는 에서 기약 따름정리 와 정리 ( 5.6.9 5.6.4)
    )  ⅱ       ,     라 하자. 

         


         
   

   

   


       

 
      

      
     

              

따라서  
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몫       

          

             

나머지              

                             이다.
그러면       이므로 다음을 얻는다. 
                                

⇒                

별해 ( )        이다 그러면 . 
                        ∈ 

       ⇒               

       ⇒                

       ⇒             

       ⇒       

       ∴         

8.1.12.
(1)   ℚ  라 하자.
가 초월수이므로  ∉  이다 정리 따라서 ( 8.1.14).  ℚ      이다. 
그러면  deg     

ℚ    ℝ
(2)   ℚ  라 하자
가 초월수이므로  ∉ ℚ  이다 정리 따라서 ( 8.1.14).  ℚ      이다. 
그러면  deg     

ℚ    ℝ

8.1.13  가  위에서 대수적이면  는  위에서 대수적이다 그러므로  . 가  위에서 초월적일 때 , 는  위 
에서 대수적임을 증명하면 충분하다. 가  위에서 초월적이라 하자 그러면 . 

                 


  ≠  ∈
이다 이때 . ∈가  위에서 대수적이므로  ∃≠ ∈     이다 즉. , 

             
 ⋯   ∀∈ ∃ ∈  

 ,  

 
  ≠ 

                     
 ⋯ 

              

 
 

 
 ⋯ 

 


양변에    ⋯  를 곱하고 에 관하여 정리하면 참조( :   ≅ )

               ⋯        ⋯   ⋯      ⋯      

                 ⋯   ∃∈

이고      ⋯     ≠ 이고 가  위에서 초월적이므로  항을 가진 ≠ ( ≦  ≦  가 )
존재한다 따라서 . 
              ≠      ⋯  ∈
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이다. 
        ∴는 위에서 대수적

귀류법을 이용하자8.1.14  . ∈  가  위에서 대수적이라 하자 그러면  . 
            ∃ ≠   ⋯   ∈     ⋯     

이다 또한 . 가  위에서 초월적이고  ∈  이므로 ∃ ∈

                        


이다.   의 양변에 을 곱하면         
                       ⋯     

이다 이때 .   ≠ 이므로  ≠ 이다 따라서 . 가  위에서 대수적이 되어 모순이다 . 
∴는 위에서 초월적이다.

8.1.15.  를 ∈를 해를 가지고 deg  이고,  위에서 기약다항식이라 하자 .

크로네커 정리에 의해     〈〉′는 

                   ∈    

                                

이다 그러므로 .  는 원소가 개인 표수 인 체가 된다 따라서 덧셈에 대하여 이 아닌 모든 원소의 위수가 이8 2 . 0 2
므로   
        ≅  ×  ×  

이다 또한 유한체이므로 정리 에 의하여 . 5.5.8 
  ∙는 곱셈 순환군이므로 

      
  ∙≅  

이다. 
 

 == 연습문제 (8.2) == 
정리 와 정리 차원정리 을 이용하자8.2.1. 8.1.17 8.2.3( ) .

예 참조(1) ( 8.2.6 )                        deg  deg    ,

기저  =        
        

 

예 참조(2) ( 8.2.7 )         ,
기저 =           

예 참조(3) ( 8.2.6 )                         deg  deg    , 

기저 =        
        

 

(4)          기저 , =  

(5)         이므로 다음이 성립한다 연습문제 번과 예 정리 참조. ( 12 8.2.8, 8.1.17 ) 
                         deg  deg    

기저 =      , 
(6)       라 하자 그러면 . 
                              

따라서 
                               
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에서 
                              

이고 이식을 전개하면 는 유리수 계수 차 기약다항식 판정은 까다로움6 ( )          의 근이다 그. 
러므로 정리 에 의하여 8.1.17
                  deg       

      라 하자 기저 . =    ⋯   
별해( )           이므로 다음이 성립한다 예 참조. ( 8.2.6 ) 

               

기저 =        
        

  또는         
        

 

(7)              이므로 다음이 성립한다 예 참조. ( 8.2.8 ) 
               ,
기저  =  

(8)                     이므로 다음이 성립한다. 
                   ,
기저 =   

8.2.2. (1)    기저 -   ,       기저  -      
 

(2)  기저 - =        
        

 ,
                           deg  deg    

8.2.3.
(1)  ∉ ℚ   이므로   은 ℚ    위에서 기약이다 . ℚ    의 ℚ    위에서 기저는   이
다. 
   가 판정에 의하여 Eisenstein  위에서 기약이므로  ℚ   의 ℚ위에서 기저는     이다. 
    ℚ      ℚ   ℚ      ℚ   ℚ     ℚ   deg  deg    

   ∴ℚ      ℚ   

(2) ℚ      ℚ      ∵

(3) ℚ      ℚ 
 ℚ      ℚ    ℚ      ℚ   ℚ     ℚ 

 deg  deg  deg     ∙  ∙   

(4) ℚ      ℚ 
 ℚ      ℚ    ℚ      ℚ   ℚ     ℚ 

≡ deg  deg  deg     ∙  ∙   

8.2.4.
풀이)
(1)            ∈         ∈ ⊂          ∈ 이다.  
그리고  ∉     이므로   ⊊  이다.

(2)  와  의 각각의 기저는   와  인데  와  이 각각에 들어감을 보이면 된다.
먼저    ×    이므로  는  의 차결합이다 따라서 1 .  ∈  이 성립한다.

다음으로   


×   


 이므로  역시  의 차결합이므로 1  ∈  가 성립한다. 

따라서     이다.
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(3)     ∈  라 하자 그럼 .  ∈  이다 이것은 예 에서 . 8.2.7  ∉  임을 보였으므로 
모순이다 그러므로 .  ∉  이다. 

별해 ( )  ∈  라 하자 그러면 .    ∈  이다. 
                                

이다 그러면 . 
      deg    ℚ    ℚ   ℚ    ℚ    ℚ      ℚ  ≧ deg      

이 되어 모순이다 따라서 .  ∉  이다. 

(4)        ∈  ,    ′  ′   ′′∈  . 
임의의 원소    ∈ ∩ 에 대하여 유리수 ′ ′∈가 존재해서 
                              ′  ′

이다 그러면 . 
                            ′     ′ 

                          ′     ′   ′
에서  이 무리수이므로 ′  이어야 한다.   이거나 ′  이다 이때 . ′  이면 분명히   이다 따라서 . 
   ∈이므로   ∩  ⊂ 이다 그러므로 .  ∩   이다. 

(5)   의 기저는

                          
   

    
   

    

이고,   의 기저는 

                               
   



이다 각각의 기저들이 다른 기저들의 일차결합으로 표현 가능하므로 두 집합은 서로 같다 . , .

(6)   의 기저는

                           
   

    
   

    

이고,   의 기저는 

                                
    



이다 각각의 기저들이 다른 기저들의 일차결합으로 표현 가능하므로 두 집합은 서로 같다. , .
따라서 주어진 집합           이다.

8.2.5.           이므로   가  기저이다 그러면 - .          ∈이
다 먼저.  ⊂  임을 보이자 임의의 .   ∈ 에 대하여 

                       


 


 ∈   

이다 따라서 .  ⊂  이다.   ⊂ 은 분명히 성립하므로    이다.

8.2.6. (1)           이므로  ∉  임을 보이면 된다.
 ∈  이라면    ∈  이므로         이다.
그런데           이고,       이므로 
    deg                        ≧ deg      

이므로 모순이다 따라서 .  ∉  이다 인수정리에 의하여 .   는   위에서 기약이다 .

(2)            이므로  ∉   임을 보이면 된다.
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 ∈   이라면       이므로 
    deg                              

이므로 이 되어 모순이다 따라서 .  ∉   이다.    는    위에서 기약이다 .

8.2.7. (1)   에 대하여 기약판정에 의해 Eisentein 는 에서 기약이다.

(2)                  
    
            

            

이므로 중간값의 정리에 의하여 적어도 개의 실근을 갖는다 또한3 . 
        ′      

 ″         

이므로    중근( ),   

 에서 변곡점 개를 갖는다 따라서 실근이 개 이상이려면 변곡점이 개 이상이어야 하므2 . 4 3

로 개의 실근과 개의 허근을 갖는다3 2 .
  
(3)  위의 기약다항식  의 차수는 이므로 5      deg  deg   이다. 

8.2.8. (1)   

    
  

    
    이다 또한 이들은 .             의 근이다 이때 .  

 은     의 근이고   ∉ 이므로         이다. 

별해  ( )   

    라 하면     
     

      

      

이다 또한 .   ∉ 이므로       이다 또한 .   

     이므로  

     라 하면 

                       
      

      

      

이다 또한 .   ∉ 이므로       이다 따라서 .         이다.

이제    임을 보이자.

                

     

   
  ∈     ∈  

   와 같은 방법으로    임을 보일 수 있다.

별해  ( )  ⊃ 

    은 분명히 성립한다 다음에 . 

                    

    ⋅  ∈

    
이므로  ⊂ 

    이다 따라서 .   

    이다. 

(2)  은     의 근이고   ∉ 이므로       이다. 
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별해     ( )   

   

    
     

      

      

∴      

              

      

8.2.9(1)    즉( , 는              ⋯   의 근 이고 )
 ≠ 이므로 는 기약다항식        ⋯    따름정리 의 근이다( 5.6.17) .  
                ⋯   

            

(2)   ≦  ≦   은       이고  ≠ 이므로 기약다항식        ⋯   의 근이다 그러므로. 
                            ⋯   

이다 또한 .   ⊂ 이다 그러면  . 
                               

이다 따라서 .      이고    이다. 
별해  ( ) gcd  이므로 적당한 정수  에 대하여     이다. 

                         ∈ 

이므로    이다. 

8.2.10        ∈  ,    ′  ′   ′′∈  . 
임의의 원소    ∈ ∩ 에 대하여 유리수 ′ ′∈가 존재해서 
                              ′  ′

이다 그러면 . 
                            ′     ′ 

                          ′     ′   ′
에서  가 서로 다른 소수이므로  가 무리수가 되어 ′  이어야 한다.   이거나 ′  이다 이때 . ′  이
면 분명히   이다 따라서 .    ∈이므로  ∩  ⊂ 이다 그러므로 .  ∩   이
다. 

8.2.11 (1)     ⊂    은 분명히 성립한다 다음에 분모 유리화하면 . 

       

  
  


     ∈   

이므로    

  
⋅∈   이다 따라서 . 

        

        ∈   

 

        ∈   

  

이므로     ⊃     즉, ,          이다. 

별해( )      ⊂    은 분명히 성립한다 또한 . 
                    
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이고 
                        deg  deg    

                                  ⋅

이므로 
                 

즉,           이다. 

과 같은 방법으로 (2) (1)              을 증명하면 된다. 

먼저 8.2.12   이면 성립한다 따라서 . ≠ 인 경우 증명하자.
    ⊂    은 분명히 성립한다 다음에 분모 유리화하면 . 

        

  
     ∈   

이므로     

  
⋅ ∈   이다 따라서 . 

        

        ∈   

 

        ∈   

  

이므로     ⊃     즉, ,          이다. 

참조 생성원의 사칙연산으로 대부분 구해진다8.2.13. ( : .)
(1)           을 보이면 된다. 
    ⊂    은 분명히 성립한다 다음에 분모 실수화하면 . 

       

  
     ∈    

이므로    

  
⋅∈   이다 따라서 . 

        

         ∈   

 

         ∈   

  

이므로     ⊂     즉, ,         이다. 
그러므로      를 택하면 된다. 

 (2)          을 보이자 먼저 .     ⊃    은 분명히 성립한다 다음에. 

           

    ∈   

  

    ∈   

이므로     ⊂    이다 따라서 .         이다.      이다. 

별해( 1)          을 보이자 먼저 .    

 ∈   이므로     ⊃   은 분명히 

성립한다 다음에 . 
              ∈  

     ∈  

이므로     ⊂   이다 따라서 .        이다.     이다. 
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별해 먼저 ( 2)     ⊃   은 분명히 성립한다 다음에 .         아이젠슈타인 판정 이므로 ( )
                         deg  deg    

                                 ⋅

이므로 
                  

즉,          이다 그러므로 .     이다. 

번과 같은 방법으로 구할 수 있다(3) (2) .          이다 그러므로 .      이다.

번과 같은 방법으로 구할 수 있다(4) (2) .         이다 그러므로 .     이다.

8.2.14 (1) 가  안에서 근 ∈를 갖는다고 하자 그러면 . 는  위에서 대수적이고  가 기약이므로 가정에 
의하여 
                         deg   deg ≧ 

이고 gcd      이다 그러면 .    이고 
                       

이므로 gcd      이고   이 되어 모순이다 따라서  . 가  안에서 근을 갖지 않는다.

(2) 의 한 근을 ∈ 라 하자 그러면 .   이고  ∈  ⊂  이다 따라서 .   이므로
                        이고     deg ≦ deg

이다 한편 . 
                              deg

          

이므로 
                  deg       

이다. gcddeg      이므로 
              deg    ⇒ deg ≦   

이어야 한다 그러므로 . 
           deg      deg  deg     

이다 따라서 . 는  위에서 기약이다 정리  ( 8.1.15). 

8.2.15 (1) 가 의 유한확대체이므로  는  위에서 대수적확대체이다 또한  . 가  위에서 대수적이므로  와 
도  위에서 대수적확대체이다 .    라 하면 ∈ ⊂  이고   이다 그러므로 정리 . 

에 의하여 8.1.15
                       

이다 그러므로 . deg  ≤ deg이고
                 deg  ≤ deg  deg     

이다. 

(2)             
            

이므로                 이다 에 의하여 . (1)      ≦    이므로 
     ≤   이다.

(3)           이므로        이다 .
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8.2.16
체의 차원정리에 의해  (1)              인데,     는 소수이므로      이거나      이다. 

따라서    이거나    이다.

 (2)   이므로 체의 차원정리에 의해             이다 그리고 가정에 의하여 . ∈   이므
로 deg≥ 이다 이때 .     가 소수이므로     이거나     이다 그런데 .     ≥ 이므
로     이다 따라서 .    이다.

에 의하여  (3) (2)     이므로 
                                       

이다.     가 소수이므로      이거나      이다 따라서 .     또는  ∈ 이다.

8.2.17 
(1)    ⊂ 임은 당연하므로  ⊂   임을 보이자.
 가 체이므로     ∈  ⊂   이다.
그러므로       ∈  

따라서  ⊂   이고     이다. 

(2) ∈이고 는 체이므로  ∈이다 그러므로 .    ⊂ 이다.
또한  ∈  는 체이므로      ∈  이다 그러므로 .  ⊂   이고     이다. 

8.2.18
(1)  일 때,      임을 보이자 분명히 .  ∉  이다. 
가  위에서 대수적이므로  deg   ≧ 라 하면, 의  위에서 기저는  ⋯  이다.
                          ⋯   

  ∈ 

의 임의의 원소    ⋯ ∈ 필요하면 계수 을 추가하여 ( 0   개의 항으로 함 에 대하여 )

               
 ⋯      

 ⋯   
  ∈ 

이라 하면 
            ⋯     

 ⋯     
 ⋯   

       

이므로 의   위에서 기저는  이다 따라서 .      이다. 

별해 체 ( )  는  의 유한확대체이므로 원소 ∈에 대하여 는 의 유한확대체이고 ∈이므로 
  ⊂ 이다. 

먼저   ∈ 이면  ⊂  이므로    이다. 
다음에   ∉  이면  는 체   위의 다항식  

          ∈ 

의 근이고   위의 기약 다항식이다 따라서  . 
        

이다 그러므로  .      deg  이다. 

(2)             이므로    가 홀수이면    가 홀수이다 따라서 에 의하여 . (1)
     이다 그러므로 .    이다

(3) 1)    인 예
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    이라 하면,     이고 다음이 성립한다. 
                     

         

   

다음에 홀수인 소수 에 대하여   





 cos


  sin

 이라 하면 다음이 성립한다 연습문제 풀이 참조( 8.2.9 ). 

                 

  

           

   

2)       인 예.
   이라 하면,   이고 다음이 성립한다. 
                     

           

         

8.2.19
(1)      ⇒  ≤ ∩이다.
   가 모두 의 유한확대체이므로 
             ∞        ∩ ∩  

가 되어 ∩는  의 유한 확대체이다. 

(2)         ∩ ∩   

       ∩ ∩   

이므로 ∩      이고 ∩      이다.   와   가 서로소이므로
∩    이고 ∩  이다.

8.2.20
위 문제 에 의하여 (1) 15(1)    ≦    이므로 

                        ≦      

이다.
별해 정리 에 의하여   ( ) 8.1.15(2) 이므로 deg ≦ deg  이다.

그러므로    ≦      이다.
                        ≦      

이다.

(2) gcd  일 때,     임을 보이자.
                      

              

이므로 
                     

이다. gcd  이므로   이다 그러므로 .  ≦   이다. 
또한 위 문제 에 의하여  15(1)    ≦      이므로     이다 따라서 . 
                      

이다.

8.2.21 는 의 유한확대체이므로 는 의 대수적확대체이다 정리 ( 8.2.2). 
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가  위에서 대수적이라 하자 그러면  .   인      ⋯ ∈ 가 존재한다.⋯∈ 

∈⋯ 가 되어 deg⋯   ⋯  ⋯ 은 유한이다 정리 따라서 ( 8.1.15(2)). 
          ⋯     ⋯  ⋯ ⋯    

은 유한이다 정리 에 의하여 ( 8.2.9 ⋯    은 유한 따라서 ). 는  위에서 대수적이다 정리  ( 8.2.2). 

8.2.22 는  위에서 대수적이라 하자.

그러면   인      ⋯ ∈ 가 존재한다. ⋯∈ 

 ∈⋯ 가 되어 deg⋯   ⋯  ⋯ 은 유한이다 정리 따라서 ( 8.1.15(2)). 
          ⋯     ⋯  ⋯ ⋯    

은 유한이다 정리 에 의하여 ( 8.2.9 ⋯    은 유한 따라서 ). 는  위에서 대수적이다 정리 그러면  ( 8.2.2). 
∈ 가 되어 모순이다 따라서 . 는  위에서 초월적이다.

차 이상의 다항식 8.2.23 1 ∈ 가  에서 해가 존재함을 보이면 충분하다.  ∈ 이고 가 대수적 폐
체이므로 의 해 는  에서 갖는다 따라서 .   이고 는  위에서 대수적이다 .  

만약    ∉  이면 위 문제 에 의하여 22 는  위에서 초월적이 되어 모순이다 따라서  . ∈ 이다 그러므로 .  
 는 대수적 폐체이다. 

별해 차 이상의 다항식   ( ) 1      ⋯ ∈ 가  에서 해가 존재함을 보이면 충분하다. 
 의 해를 라 하면, ∈ 이고 가 대수적 폐체이므로 ∈ 이다. 
그리고 deg⋯   ⋯  ⋯ 은 유한이다 정리 따라서 ( 8.1.15(2)). 
          ⋯     ⋯  ⋯ ⋯    

은 유한이다 정리 에 의하여 ( 8.2.9 ⋯    은 유한 따라서 ). 는  위에서 대수적이다 정리 그러면  ( 8.2.2). 
∈ 이다. 

임의의 원소 8.2.24 ∈ 는   ∈ 의 해이므로 ∈ 이다. 

다음에    의 다항식 와 가 서로소인 
 ∈  가 

차 이상의 다항식  1    ⋯   ∈ 의 해가 아님을 보이면 증명이 완료된다 즉. ,

            
  

 


⋯ 
  

가 이 아님을 보이자 만약 0 . 
  이면 양변에  를 곱하면 

                     
   ⋯     

   

                      
   ⋯     

   

이므로  이고 와 가 서로소이므로  이다 정리 그러면 적당한 다항식 ( 7.2.4(2)). 
 ∈ 가 존재하여    이다 또한  . 와 가 서로소이므로 정리 에 의하여 7.2.3
                         

인 다항식   ∈ 가 존재하므로 ∈ 단원 이다 이때 ( ) .   라 하자 그러면 . ∉  이므로   
deg ≧ 이어야하고 다음이 성립한다. 
                   ⋯     

  

여기서  deg   deg  ⋯ deg 이므로 위 등식에서 최고차항을 생각하면 차례로 ( ≠ )
                        ⋯    

이다 따라서 .   이 되어 모순이다 그러므로 . 
 ∈  는  위에서 초월적이다 . 

∴에서 의 대수적 폐포는 이다.
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체 8.2.25.  위의 다항식환     에서 다음과 같이 정의된 미분 함수 
                      →          ′ 

에 대하여 다음 물음에 답하라 단   . ,  ′ 는 ∈  의 형식적 미분이다.
체    (2) 의 표수가 인 경우 의 핵을 구하라.
체    (3) 의 표수가  ≠ 인 경우 의 핵을 구하라.
모든    (4)  ∈ 와 ∈에 대해,    임을 보여라.
모든    (5)    ∈ 에 대해,    ′    ′ 임을 보여라.
모든    (6)    ∈ 에 대해,      ∙     ′ 임을 보여라.

8.2.25
(1) ker     ⋯ ∈     ′          

한편 의 표수가 이므로 의 표수도 이다. 
그러므로 ′          이기 위해서는 
                           

그러므로 ker    ∈ 이다.
(2)  의 표수가 이므로 의 표수가 이다 지수가 . 의 배수인 항만 남는다. 

       ker    
    

     






 




연습문제 에 의하여 (3) 5.3.16(1)  ′  ′ ′이므로 수학적 귀납법에 의하여 성립한다. 

8.2.26
⇒   라 하자.
         ∈

    ′         ′         ′     

이므로 가 ′의 해이다. 

⇐ 가 ′의 해라고 하자.
             ′     ∈

   이므로 인수정리에 의해 ∃∈,      이다 그러므로 . 
              ′     

이다 한편 .   ′  이므로 인수정리에 의해 ∃∈,     이다 따라서 . 
                      

이므로  ≥ 이다.

 == 연습문제 (8.3) == 
정리 와 를 이용하자8.3.1 8.3.4 8.3.5(2) .

와 은 작도가능 (1) 2 3 ⇒    작도가능 
은 작도가능 (2) 3 ⇒  작도가능  ⇒     작도가능 
작도가능 (3) 2 ⇒   작도가능 ∵ ⇒     작도가능 
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정8.3.2 각형이 작도가능할 필요충분조건은 

° 을 작도하는 것과 동치이다 또한 . 

정리 에 의하여  8.3.12    이거나    ⋯  단( , 는 페르마소수 이어야 한다 그러므로 (3, 5, 17, 257)) . 

     에서 위 조건을 만족하는 최대 은 ⋅⋅  각형을 작도할 수 있으므로  

°
 °가 작도 가능

한 최소 자연수이다.

8.3.3

정 각형이 작도 가능하면 9 

°
 °가 작도 가능하다 또한 의 절반 도 작도 가능하다 하지만 정리 의 . 40° 20° . 8.3.11

증명에서 는 작도 불가능하므오 정 각형도 작도 불가능하다20° 9 .
별해 정리 이용 정  ( ) ( 8.3.12 ) 각형이 작도가능할 필요충분조건은     ≥ 또는 

    ≥  은 서로 다른 페르마 소수이어야한다.
이때 은 페르마 소수이나      × 은 서로 다른 페르마소수의 곱이 아니므로 작도 불가능하다.

가 작도 가능 8.3.4 30° ⇔  cos 작도가능 ⇔

 작도가능 ⇔  이 작도가능

∴작도가능

별해 정리 이용( )  ( 8.3.12 ) 

°
 °이므로 정  ⋅각형작도 가능하므로 작도가능하다. 

정리 이용 원에 내접한 정삼각형과 정육각형은 8.3.5 ( 8.3.12 )  × 이므로 작도가능하므로 와 는 작도가능하
다.




 이므로 작도가능 ⇒ 작도가능




 이므로 작도가능 ⇒ 작도가능

8.3.6. 정리 와 를 이용하면 8.3.4 8.3.5(2)
≥ 가 작도가능 ⇒   도 작도가능
≥ 가 작도가능 ⇒   도 작도가능

   가 작도가능 ⇒   ∙    도 작도가능
∴   가 작도가능이면  도 작도가능

8.3.7 

(1)     cos


  sin


    cos   sin        

(2)              

  
   


∵에 의해     

(3)            
   

  


   


 

(4)   cos


 

 이면 


 cos


  sin

 이므로        


 cos

 이다 위 에서 . (3)

                                    cos



 cos




 

이므로 cos

 는     의 근이다. 
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정리 에 의하여 는 페르마소수이므로 정 각형은 작도가능하다(5) 8.3.12 5 5 .

8.3.8. 방정식의 근은  




 ±  이다.    가 작도 가능하므로 정리 와 에 의하여 모든 근은 작도 8.3.4 8.3.5(2)

가능하다. 

기약다항식 8.3.9 의 근이 이므로 deg  deg≠  가정 이다 ( ) . 
가 작도가능하면 정리 에 의하여 8.3.7 deg       이므로 가정에 모순
∴는 작도불가능하다.

 == 연습문제 (8.4) == 
8.4.1. (1)          이므로 는 일차인수를 갖지 않는다.
또한 deg  이므로 인수정리에 의해 는 위에서 기약다항식이다.

크로네커 정리에 의해(2) 
         {  ∈     } {                }

위수 인 원소를 구하자(3) 8 . ∈ 를 구하자.   이므로
     일 때 위수는 의 약수이다, 8 . 
                  

     

이다 따라서 .   의 위수는 이므로 원시 제곱근이다 그러므로 나머지 원시 제곱근은 다음과 같다 정리 8 8 . 8 ( 8.4.11(2)). 
                                        

8.4.2. (1) 
  {   },        이므로  

 〈〉이다 따라서 생성원은 .  이다.

(2) 
  {           },       이므로 

 〈〉이다 따라서 생성원은 .     
이다.

8.4.3. (1)            이므로 개4 .
(2)            이므로 개8 .
(3)         개

8.4.4. (1)                          ∙ .
          이고,  ≠ 이므로 는     의 근이다.

또한  

  ± 
∉   이고, deg      이므로        .

(2)  

  ±  이므로    ⊂    이다 따라서 .    ±  이다.

   ⊃    이므로 ∴       

8.4.5. (1)               이므로 
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            ,                 .             

이다. (는 의 원시원소이다.)

(2) 는 체 의 원시원소 이므로 gcd


gcd


 인 도 체 의 원시원소가 된다 따라서 . 

gcd  인 를 찾아주면    이므로 체  의 원시원소는  이다 . 
    ∴ 체  의 원시원소는 이다.
이제 체 의 원시원소를 근으로 갖는 차 원시다항식을 구하자2 .

그런데 를 근으로 갖는 모닉 기약다항식은 인데 정리에 의해 , 도 의 근이 된다 따라서 . 을 근으로 
갖는 차 원시다항식을 찾아주면 된다2 . 를 근으로 갖는 원시 다항식은  도 근으로 갖는데 
      ∙    이므로  를 근으로 갖는 원시 다항식은 도 근으로 갖는다 따라서 . 를 근으로 갖는 2
차 원시다항식을 구해보자.
                이 되는  를 구하면 된다 이 때 .   이므로
                           이다.
이 식이 에 상관없이 항상 이 되기 위한      이므로  을 근으로 갖는 차 원시다항식은 2      
이다.
          ∴         

8.4.6.      이므로       이다 인수정리에 의하여 . 

                             

이다 그러면 .         이고 deg  이다. 
한편               는  위에서 모든 차 기약다항식이다 문제  2 ( 5.6.6). 

          즉  .   이고      이다 그러면 . 

                          

이므로    이다 정리 에 의하여 . 8.1.15(2)       이다 같은 방법으로 . 
             즉 .         이고        이다 그러면  . 

                                               

                               

이므로     이다 정리 에 의하여 . 8.1.15(2)         이다 같은 방법으로 . 
             즉 .         이고        이다 그러면  . 

                                             

                              

이므로    이다 정리 에 의하여 . 8.1.15(2)         이다.  
그러면                가 된다. 

따라서                  이다.

별해  ( 1)                  ∈  는 

 의 근
라 하면, 는 의 유한 차 확대체이다 따라서 모든 (2 ) . ∈ 은  위에서 대수적이고 , deg   이다 정리 ( 8.2.3
차원정리 그러므로 모든 ( )). ∈ 은 의 약수차수 모닉 기약다항식의 해이다2 . 

역으로 의 약수   2 차수 모닉 기약다항식의 근 는 위수  인  의 원소이고   ⊂  이다 참조 연습문제 ( 9
번 따라서 ).  의 모든 원소는 의 약수 차수인 모닉 기약다항식의 모든 근으로 구성된다 즉 2 .   의 근이다. 

한편         ,             는  위에서 모든 차 이하의 기약다항식이다 문제  2 ( 5.6.6). 
그러므로 의 약수 차수인 모든 모닉 기약다항식의 곱은  2               이므로 
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           ∈                   

이다. 
별해 우변 전개해 확인함  ( 2)  . 

                          

             

     

   

   

8.4.7.      이고,  는 유한체이므로  는 위수 인 순환군이다 정리 15 ( 8.4.2).

따라서 위수가 인 것의 개수는 3  gcd
 인 의 개수이다 정리 ( 2.3.4).    이므로 개이다2 .

8.4.8.     〈    〉(∵    는  위에서 근이 존재하지 않으므로 기약 이므로  )  는 위수가 
인 체이다8 .  역시 위와 같은 방식으로 위수가 인 체이다 따라서 8 .     이므로  ≅  이

다 정리 ( 8.4.21).

위수  8.4.9. 인 유한체 는 표수가  이므로 소체 를 포함한다.  ⊂  이다 그러므로 정리 에 의하여 . 8.4.5

                ∈  는 

 ∈ 의 근

이다 다음에 .  가  의 약수 즉 ,   이라 하자 그러면 위수가 . 인 유한체 의 모든 원소는 

 의 근이므로 

  ∈  는 

 ∈ 의 근이다 그러므로 . ∈에 대하여 

 이다 한편 . 

                

 

 


 

  

 


 

 ⋯  

 

이므로 ∈이다 따라서 .  ⊂ 이고 정리 에 의하여 부분체는 유일하게 존재한다8.4.5(2) . 

별해( ) 인 유한체  는 원시원소 가 존재한다 정리 ( 8.4.2).  〈〉     이다 한편 . 이므로 
    이다.   는 곱셈 순환군이므로 라그랑주 정리에 의하여    이고      인 부분군  가 유
일하게 존재한다 정리 그러면 ( 2.3.11).    ∪는  의 유일한 부분체이다. 

8.4.10.   일 때 정리 에 의하여 , 8.4.5 의 차 유한확대체  에 대하여 다음이 성립한다.  

                                  ∈  는 

 의 근}

⇒ 

 이므로 의 근 는 모두 

 의 근이다 그러므로 . ∈이다 또한 . 가  위에서 기약이 
므로 deg   deg 이다 정리 정리 차원정리 에 의하여 ( 8.1.15(2)). 8.2.3( )
                         deg    deg 

이므로 deg 이다. 
⇐ deg 라 하자.   deg 라 하고    이라 하면 가  위에서 기약이므로 
                        deg  deg       

이다 따라서 .    이므로 정리 에 의하여 8.4.5    {∈ 는

 의 근 이다 그러므로 } . 

 이다. 

위 연습문제 와 같은 방법에 의하여 8.4.9 는 

 의 근이므로 

  이다.

8.4.11. (1) ⇒  ≡ mod 의 해가 에서 존재할 필요충분조건은    단( , 는 를 로 나눈 나머지 는 )
에서 해 ∈ (≡mod  가 존재하는 것이다 곱셈 순환군 ) . 의 위수는 짝수인   이고  ∈이므로 
라그랑주 정리 또는 정리 에 의하여  ( 2.3.4(2))

                                


  

 


  
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그러면 ≡  mod 이므로  ≡ 


  

≡ 


  

mod 이다. 

⇒ 곱셈 순환군   의 생성원을 라 하면 위수는   이다 그러면 적당한 자연수 . 에 대하여   이다 이 때 . 

 ≡ 


  

mod 이면 분명히

                                ≡ 


  

≡ 


  

mod 

이므로   

   이므로 

  
    ⇒   이다 그러면 . 

                                        

이 되어 에서  ≡ mod 의 해 가 존재한다.

(2)  ≡ mod 의 해가 존재하지 않으면 차인수가 없으므로 1  에서 기약이다 한편 에 의하여 . (1)

         ≡ mod 의 해가 존재 ⇔  


  

≡  ≡  ≡ ⋅   ≡  ≡ mod 

이므로   은  에서 기약이다. 
별해 ( ) ±    ±    ±    ±   

±    ±    ±    ±   

이므로  ≡ mod 의 해가 존재하지 않아 인수정리에 의하여 차인수가 없으므로  1  에서 기약이다. 

8.4.12. (1)       은  위에서 기약이고  가 의 근이므로 이 아니고 위수 인 유한체 0, 1 8
                                ∈

를 얻는다 이때  표수가 . 이므로   또한 근이다 정리  ( 6.3.13).  
한편     이 되어 〈〉 정리 이므로 ( 8.4.12)

                          ≠   ≠   ≠ 

이다 그러므로 .   은 의 서로 다른 세 근이다.
따라서           이다.
별해( ) 의 한 근이  ≠  ± 이고 표수가 이므로   또한 근이다 정리  ( 6.3.13). 
   라 하자.   ∵ ≠ 이므로          모순( ) ∴ ≠ 

   라 하자.   이므로          모순( ) ∴ ≠ 

   라 하자.             모순( ) ∴ ≠ 

그러므로   는 의 서로 다른 세 근이다.
따라서           이다.

(2)       은  위에서 기약이고  가 의 근이므로 이 아니고 위수 인 유한체 0, 1 8
                           ∈

를 얻는다 이때  표수가 . 이므로   또한 근이다 정리  ( 6.3.13).  
한편     이 되어 〈〉 정리 이므로 ( 8.4.12)

                          ≠   ≠   ≠ 

이다 그러므로 .   은 의 서로 다른 세 근이다.
따라서           이다.
별해( ) 의 한 근이  ≠ 이고 표수가 이므로   또한 근이다 정리  ( 6.3.13). 
   라 하자.   ∵ ≠ 이므로          모순( ) ∴ ≠ 

   라 하자.   이므로          모순( ) ∴ ≠                   
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   라 하자.             모순( ) ∴ ≠ 

그러므로   는 의 서로 다른 세 근이다.
따라서           이다.

8.4.13.       은  위에서 기약이고  가 의 근이므로 0, 1,  이 아니고 위수 인 유한체 27
                            ∈

를 얻는다 이때  표수가 . 이므로  

또한 근이다 정리  ( 6.3.13).  
한편       이므로 

                  

                
                          
                          

이다 따라서 라그랑주의 정리에 의하여 .   이 되어 〈〉 정리 이므로 ( 8.4.12)
                          ≠   ≠   ≠ 

이다 그러므로 .   은 의 서로 다른 세 근이다.
따라서           이다.

별해( ) 의 한 근이  ≠  ± 이고 표수가 이므로 3  

또한 근이다 정리  ( 6.3.13). 
    라 하자.   이므로          모순( ) ∴ ≠ 

   라 하자.   이다. 
                              

                                       

이므로             이고 이는  ≠± 에 모순이다.  ∴ ≠ 

   라 하자.   이다 그러면 . 
              ⇒      ⇒    ⇒        ⇒      ⇒    
이므로 모순이다 그러므로  . ∴ ≠ 이고   는 의 서로 다른 세 근이다. 

따라서                이다.

수정8.4.14. ( ) 위수   인  유한체  에서 모든 원소는 단 한 개의  제곱근을 가짐을 보여라- . 단, 는 소수

풀이( )     →      라 하자.

 ( ) ⅰ ∀ ∈ ,           (∵ char   )

                         

즉      ,  는 준동형사상이다.

 ( ) ⅱ ∈ker ,      이거,  는 체이므로 영인자가 없고,    이다.

즉     , ker   이므로  는 단사이고,  는 유한체이고 정의역과 공역의 위수가 같으므로 ,  는 전사이다

따라서       는 전단사이므로  는 자기동형사상이다.

 Im      이므로 ∈    이므로 ∃∈    이므로  는  의  제곱근이다- .

따라서   는 단 하나의  제곱근을 갖는다- .

의 (1  제곱근은 개의 증명- 1 ) 위수  인 체  에 대하여      이다 단위원 에 대하여 . 1   이다 한편 . 
≠ ∈ 에 대하여   이면  가 소수이므로 의 위수는 이다 그러면 라그랑주 정리에 의하여 . 
                                          

이고 이 되어 모순이다 따라서 . 제곱근은 로 유일하게 존재한다1 . 
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체 8.4.15.  위에서 모닉 차다항식  2       의 개수는 개 이고 이중에서 
                         ∈

또는 
                        ∈

와 같은 형태로 인수분해되는 다항식의 개수는 

                


  

  


 

이다 따라서 모닉 차 기약다항식의 개수는 다음과 같다. 2 .

               

 


  

8.4.16. 
(1)     소수 임을 보이자( ) .  가 유한체이므로 문제 에 의하여 표수는 이 아니다 따라서 정리 에 6.3.4 0 . 6.3.6
의하여  의 표수는 소수 가 된다 그러므로 임의의 원소 . ∈ 에 대하여   이다. 

별해 위수가  ( ) 인  의 부분 집합 
                              ⋅ ⋯  ⋅⊂ 

를 생각하면  의 위수가 이므로 적당한 자연수   가 존재하여 
                              ⋅  ⋅ ⇒   ⋅  ,     

이다 따라서 정리 에 의하여 . 6.3.3(2)  의 표수는 이 아니다 따라서 정리 에 의하여 0 . 6.3.6  의 표수는 소수 가 된
다 그러므로 임의의 원소 . ∈ 에 대하여   이다. 

(2)  의 표수는 소수 이므로    이다.      이라 하면 정리 에 의하여 8.4.3      이다.

와 정리 에 의하여 (3) (2) 8.4.5
             ∈  는   의 근}

이므로     이다 즉. ,   이다.

(4) ∈ 가  위에서 대수적이므로  는    의 해이다. deg   이라하면 
                deg   

이므로    이다 정리 그러면 에 의하여 ( 8.4.2). (3) 

 이다. 

8.4.17.       는          이므로 인수정리에 의하여    위에서 모닉 기약다항식 
이다.  에서 의 한 근을 라 하면 
                 deg   

이므로    이다 그러므로 . 

                        ∈       

이다 한편 .    이고 

                         

                       

이므로   이다 따라서 . 
                      〈〉    ⋯ 

이므로 의 원시 원소는    이다. 
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 == 연습문제 (9.1) == 
9.1.1 (1)     ,           (2)                  
  (3)                   (4) ±    ±   

9.1.2 (1)         

 (2)                       

 (3)   

      

      

  

 (4)                             

9.1.3 ) ⅰ  ⊃    자명 ( )
 ) ⅱ   ∈      ∀∈ 

    ∀∈   ⇒ ∀∈ ⊂       가정  ( )
임의의 ′∈   와 ∈ 에 대하여 
     ′  



 ⋯ 

 ∃  ⋯  ∈    ⋯  ∈

     ′  



 ⋯ 

   

 ⋯   

    ⋯   ∵     ⋯     

이다 따라서  . ∈  이므로  ⊂   이다. 
     ∴    

자기동형사상을 9.1.4 ∈ 　  ⋯  ｎ ,     ⋯    →   ⋯   라 하자 체 .   ⋯   의 
 위에서 생성원은  

 

  ⋯  

 ∈∪인 형태이다 그러면 임의의 원소 . ∈  ⋯   에 대하여 
    ⋯    ∃  ⋯   ∈   ⋯   이고, 는  고정 환 동형사상이므로  

    ⋯        ⋯   

이다 따라서 .  는 로 결정된다 정리 .( 3.2.25)

문제 을 이용하자 예 참조9.1.5 9.1.3 . 9.1.15 .
 (1) 

                 (2) 
                  (3) 

  

 (4)                       (5)                        (6)      

9.1.6      의 원소는     와 대수적 켤레이어야 하므로 예 과 예 에 의하여 9.1.13 9.1.14
                    

     
    ⋅     

이다.          
         이라 하자 예 참조 . 9.1.15 .


 


   


  

⋅
  

     

이다.

9.1.7  (1) 의  위에서 대수적 켤레를  라 하자. 
                    
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이므로      이다.

(2)        
  →  ,    

     

             
  →  ,             

라 하자 그러면 임의의 .   ∈ 에 대하여 
                          

          

          
  

이다 그러므로 .     와 는 같다.

9.1.8  ) ⅰ               

       

∴ 는 준동형사상이다.
   ) ⅱ ∀∈ker ,      이므로   이다. 

∴ ker   

∴는 단사이다.
하지만 는 전사가 아니다.
반례( )      


  ≠  ∈ 이라 하고 가 전사라 하자.

그러면 ∈ 에 대한 역상이 존재한다 즉. , ∃
 ∈ 

          
  

 
 ⇒     

  deg 이지만   deg 이므로 모순이다 따라서 . 는 전사가 아니다.

9.1.9    


    ∈   ,   


   ∈  라 할 때
  →  

 
 라 하자.

 

 
 

     

         

     

    

 
 

  = 

    

  
 

 
⋅ 

     

     

  
 

 
⋅ 

 
  

 
⋅ 

  
이므로 는 준동형사상이다. 

) ⅱ ∀
 ∈ker ,   

 
 이다 그러면 .   이다. 

∈라 하면   이고 가 초월적이므로   이다 그러면 .   이다. 
         ∴ ker   

 ∴는 단사이다.
정의에 의하여 ) ⅲ ∀

 ∈에 대해 


  


이므로  
  ∴는 전사이다.
∴ 에 의해 ), ), )ⅰ ⅱ ⅲ 는 동형사상이다.
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9.1.10    ∈  는 를 고정 라 하면 }  ⊂ 이다. 
다음에 임의의 ∈에 대하여 예 에 의해 5.3.12 는 를 고정한다.  ⊂ 이다. 
 따라서       이다 .

9.1.11  ) ⅰ ∃∈ ,   일 때
             ∈      ∈ 

이므로  예 에 의해 5.3.12      이다. 
별해( ) ∃∈ ,   일 때          이므로 정리 켤레동형사상 와 따름정리 에 9.1.3( ) 9.1.4(1)

의하여    이다. 
     )ⅱ ∀∈ , 일 때      이므로 따름정리 에 의하여 9.1.4

        

이다 따라서 .  ≅ 이다. 
∴ 는 또는 와 동형이다.

자기동형사상을 9.1.12     → 라 하자.   
양수 (1) ∈에 대하여 

            ≥  
이므로 는 양수이다.
(2)    ⇒     이다 에 의하여 . (1)

           ⇒    이다 .

예 에 의해 (3)  5.3.12 는 를 고정한다 다음에 . ∀∈      임을 보이자. 라 하자.
) ⅰ     ⇒ ∃∈      이다 유리수의 조밀성 에 의하여 ( ). (2)

   이므로     이다 따라서 .     이므로 모순이다 따라서 . 이다. 

        ) ⅱ    인 경우 위와 같은 방법으로 을 증명할 수 있다. 
따라서    ∀∈  이다. 

에 의하여 (4) (3)   이다. 
한편    예 이고 ( 8.1.9)     이므로 연습문제 과 같은 방법으로 9.1.11     ≅ 

을 증명할 수 있다. 

9.1.13 (1) deg      이므로  의 해의 개수는   개이다.
가 의 해이므로       

   이다 그러면 .  ≤  ≤   인 에 대해

   
  

  
  

  
    ⋯   

    ⋯   
  ⋅

  ⋯   

  ⋯   
 

이므로   ⋯    은  의 근이다.
한편      ≤    ≤   이면     이고 

                                  

가 되어 모순이다 따라서 .  ≠ 이다 따라서 .  은 서로다른 근   ⋯    를 갖는다.
별해( ) 가 의 해이므로       

   이다 그러면 .        이고 가 소수이므로   이다. 
그러면    ≤    ≤   이면     이고   이므로   이다 즉 .   ⋯    는 서로 다르고 
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 ≤  ≤   이면 이다 하지만  . 
                                   

이므로 는        의 근이다 즉. , 는 이므로  의 근이다 따라서 .   은 서로다른 근 
  ⋯    를 갖는다.

(2)    이므로 정리 에 의하여 8.1.17 의 기저는    ⋯    이다.  ≠ 이므로 
  ⋯        도 기저이다. 
              ⋯   

      ⋯    ∈     

이고 임의의 ∈에 대하여 정리 따름정리 와 로부터  9.1.4 (1)     이고 각 원소는 와 대
수적 켤레이므로  ≤  ≤   이다. 

임의의 원소    ∈에 대하여 
                           

    

이고 가 생성원이므로   이다 따라서 . 는 위수   인 가환군이다.

(3)      ⋯   
      ⋯    ∈     이다. 

의 기저는    ⋯    이다.  ≠ 이므로   ⋯        도 의 기저 최대 일차독립 이다( ) . 
다음에 ∀∈ ( ≤  ≤    에 대하여 고정되는 원소 )   

 ⋯   
  ∈ 를 찾자.

           
 ⋯   

      
 ⋯   

     
  

 ⋯   
  

에서 
  

 ⇒    ≤  ≤   이어야 한다 따라서 . 
               

 ⋯   
        ⋯          ∈

이므로 의 고정체는 뿐이다.

9.1.14  (1) 아이젠슈타인 판정에 의해 는  위에서 기약이므로 크로네커정리에 의해 
             ′
                ′   ∈

             ′  ∈

       ∈        

(2)                이므로      


    

(3)       이므로 중간값 정리에 의하여 실근 가 존재한다 한편 . ′      이므로 는 
증가함수이다 그러므로 나머지 두 근은 . 허근이고 모두 ,   에 속하지 않는다. 

따라서 동형사상의 수는 켤레근   에 속하는 의 근의 수와 일치하므로 의 위수는 이다1 .

9.1.15  (1)          (∵ 위에서 해가 없으므로 인수정리에 의해)
       ∵아이젠슈타인 기약판정 이므로)

           deg  deg    ∙   

이다.
                  위에서    의 기저는 {    }

위에서  의 기저는 { 이므로} 
위에서     의 기저는 {                 이다.

따름정리 를 이용하자(2) 9.1.4 .          의 세 근 중  에 속하는 근은   뿐이다 또한 . 
       의 두 근 ±  ∈ 이므로         이다 따름정리 ( 9.1.4).
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한편           의 세 근 중  에 속하는 근은   뿐이다 또한 . 
      의 두 근 ±  ∈ 이므로       이다 따름정리 ( 9.1.4). 

       이다.

별해 ( ) 의 원소 는       의 생성원     의 대수적 켤레에 의해 결정되는데
        은 의  에서 대수적 켤레원소  ,- 이고  
         은  의  에서 대수적 켤레원소   이다. 
따라서         단 ( ,   

     는 항등사상 따름정리 )( 9.1.4).

9.1.16          ∵아이젠슈타인 기약판정 이므로)
             deg    이다.
한편        의 세 근 대수적 켤레( )       

   
    

    중    에 속하는 
근은   뿐이므로  
                    

이다. 

9.1.17  (1)       의  에서 두 근 대수적 켤레 은 ( ) ± 이고  
      의   에서 두 근 대수적 켤레 은 ( ) ±  이므로 따름정리 를 이용하면 9.1.4
                         

이다 각 원소의 위수가 이하이므로 .  2  × 와 동형이다. 
(2)          의 세 근 중    에서 근 대수적 켤레 은 ( )   이고  
        의    에서 두 근 대수적 켤레 은 ( ) ± 이므로 따름정리 를 이용하면 9.1.4
                  

이다 각 원소의 위수가 이하이므로 .  2 와 동형이다. 

9.1.18 
(1)          의 두 근 ±  은 모두    에 속하고 따름정리 를 이용하면 9.1.4
                     

이므로 위수는 이다2 . 
        의 세 근       

   
    

    은 모두    에 속하고 따
름정리 를 이용하면 9.1.4
                   

   

이므로 위수는 이다3 . 

(2)        의 두 근 ±  은 모두    에 속하고 
       의 세 근       

   
    

    은 모두    에 속하고 따름정리 
를 이용하면 9.1.4

                
    

     
    

      

이므로 위수는 이다 그러면 6 .    는  중의 하나와 동형이다 각 원소의 위수를 구하자. . 
예를 들면        의 위수는 에서 존재하므로 생성원 1, 2, 3, 6 ,     에 대한 것만 계산하면
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          
      

    

     
         

    


    

     

       

    

      

          
     

     

     
        

        

가 되어      의 위수는 이다 나머지 원소에 대한 위수는 같은 방법으로 구하면 다음과 같다2 . . 

        
원소                       

위수 1 2 3 2 3 2

위수 인 군    6   중의 하나와 동형이다 위에서 순환군이 아니므로  .    ≅ 이다. 

분명히 9.1.19 ∈이다. 
다음에 임의의 원소    ∈에 대하여 와  은 자기동형사상이다 정리 또한 임의의 원소 ( 3.2.19). ∈

에 대하여      이므로 ∈ ⊂  이면 
                               −   

이다 따라서 .   ∈이다 그러므로 .   이다 정리 ( 2.2.3). 

 == 연습문제 (9.2) == 
9.2.1. (1)   의 근은 ±  이므로 분해체는 = 이다.
     이므로          deg    이다. 

(2)   의 근은     

   
  

    이므로 분해체 는      이다. 

              이므로 
                                  deg  deg    

이다 연습문제 참조( 9.1.18(2) ). 

(3)   의 근은 

   


    이므로 분해체 는   이다.

     이므로          deg    이다.

(4)   의 근은 ±  ± 이므로 분해체 는  이다. 
    이므로         deg    이다.

(5)   의 근은      

  
  

   이므로 분해체 는    이다. 

              이므로 
                                deg  deg    

이다.

(6)             의 근은    이므로 분해체 =이고      이다.
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(7)     의 근은      

   
  

    이므로 분해체 는      이다. 

     이다 번 참조. ((2) )

(8)     의 근은 ±   

   


    이므로 분해체 는    이다. 

           이므로 
                              deg  deg    

이다.

9.2.2. 
                          =   ±  ±  =  

9.2.3. 
    

                  = ± = 

9.2.4. 
          의 분해체  이다. 
                의 분해체는       이다. 
                      ∈ 

이므로        ⊂  이다.
다음에    

                 

        ∈      

이므로   ⊂       이다 따라서 .          이다. 
  과     의 분해체는  으로 같다.

9.2.5. 
                            

          ±  ±         

         ∵    

 ∈       ∈ 

                    ±  ±         

         ∵   

 ∈      ∈

9.2.6. 
  의 분해체는        ∈이다.
유리수  는 작도가능하고 이 작도가능하므로 3  도 작도가능하다 정리 와 정리 그러므로 분해체의 원( 8.3.4 8.3.5). 
소   은 작도 가능하다. 

9.2.7.        의 근을 구하자.   로 치환하자.
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       에서    ±  이므로  ±  ±   ±  ±  이다.
의 근은                  이므로 분해체는      이다.
따라서       

   
       이다 예 참조( 9.1.15 ).

9.2.8. (1) 의 근은 ±  ±  이므로 분해체는    이다.
           이므로
                         deg  deg    

이다. 

(2) ∈는 의 생성원  의 대수적 켤레에 의해 결정된다 따라서  . 

      ,    
    

  
,          

  
,          

  

이다 그러므로 . ≅ 이거나 ≅ 이다.
한편   ,   

  ,    ,       이므로 ≅ 이 되어 의 부분군은 개이5
다 예( 2.2.11).

9.2.9. (1)   −        의 근은 ±   ±  이므로 분해체는      이다 그러. 
면 연습문제 에 의하여 8.2.12          이므로  는  위에서 단순확대체이다 . 

(2)             이므로
                           deg  deg    

이다. 

9.2.10. (1)                      이므로
                                 

 deg  deg  deg    

이다. 
                                

 deg  deg    

이고
                      deg    

이다. 
다음에     의  기저 - :                    이다. 

예 참조(2) ( 9.1.15 ).
         

   
    

      


                       
      

          

(3) 의 위수는 이므로 8   ×   ×  ×    중의 하나와 동형이다 하지만  . 
항등사상 를 제외한 모든 원소의 위수는 이므로 2  ×  × 와 동형이다. 

9.2.11.     의 근은       

   
    

    이다.

분해체 (1) 는    ⊂        ⊂    은 성립한다.  
한편   
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       




   
  




   
⇒  


 




   


   
             

이므로 

               ∈  ,    

 ∈  

이므로     ⊂   이다 따라서 .        이다. 
한편   

                       ⇒     ∈  

이다 그러므로 . 
                        ⊂    ⊂    

이다 따라서 .            이다. 
별해( ) 

       




   
 




   
⇒ 


 




   


   
  ∈  

(2)   ∉   이므로 따름정리 에 의하여 9.1.4   의 자기동형사상은 항등사상뿐이다. 
예 와 같은 방법으로 구하면 (3) 9.2.9   이다. 

               이므로
                               deg  deg    

이다. 

연습문제 번 참조(4) 9.1.18 .        의 세 근을       

   
    

    라 하자.   
             

    
     

    
      

의 위수를 구하면 다음과 같다. 

        
원소                       

위수 1 2 3 2 3 2
위수 인 원소수는 이다   2 3 . 

에 의하여 (5) (3)      이고 위수가 이므로 군 6   중의 하나와 동형이다 순환군이 아니므로 .  에 의(4)
하여    ≅ 이다. 
 

9.2.12. 연습문제 번 참조9.1.18 .     의 근은        

  
    

   이므로 

           이다.

(1)         의 두 근 ±  은 모두    에 속하고 
       의 세 근       

   
    

    은 모두    에 속하므로 따름정
리 를 이용하면 9.1.4
             

    
     

    
      

        
원소                       

위수 1 2 3 2 3 2

에서 순환군이 아니므로 (2) (1) ≅ 이다. 
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9.2.13.         의 세 근       

   
    

    은 모두    에 속
하고 따름정리 를 이용하면 9.1.4
                             

   

이므로     ≅ 이다.

9.2.14. (1)             

  ±       

         의 두 근 ±  은 모두    에 속하고 
       의 세 근       

   
    

    은 모두    에 속하므로 
따름정리 를 이용하면 9.1.4
          

     
     

     
      

(2)          
        

  ±       

         의 두 근 ± 은 모두    에 속하고 
        의 세 근       

   
    

    은 모두    에 속
하므로 
                               
이고 각 원소의 위수는 다음과 같다. 

        
원소                   

위수 1 2 3 2 3 2

위수 인 군   6   중의 하나와 동형이다 위에서 순환군이 아니므로  .     ≅ 이다. 

9.2.15.
(1)    ≠      ≠ 이므로 인수정리와 정리 따름정리 에 의하여 5.6.4, 5.6.9 는  위에서 기약이다 . 
(2)                           임을 보이자.
가 의 근이므로            ⇒       이다. 

      










                      

                      

                      

이므로
                                       
이다 따라서 .   는 의 근이다 근과 계수와의 관계에서 . 
                   ⇒         ⇒       

이다. 
위 에 의하여 (3) (2) 의 근   ∈이므로 의 분해체는

                     

이다 또한 . 
                         

이므로     이다 그러므로. 
                              ∈

이다 그리고 따름정리 에 의하여  .  9.1.4       이다. 
생성원을 구해보자.        이므로 
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       
                                     

       
                                  

              

이므로 의 위수는 이다 따라서 3 . 
                         〈〉
이므로 ≅ 이다. 

9.2.16.    의 기저는      
     

    
  이다.

       의 대수적 켤레근은        단  

    이고, 

      의 대수적 켤레근은  ,  이다 따라서 .    의 생성원     에 대한 자기동형사
상은 다음과 같다. 
                

        
       

       

하지만  ∉    이므로
                       ≅ 

9.2. 예 참조 유한 확대체 17. ( 9.2.9 )  ≤  ≤ 들의 관계에서 각각의 체가 바로 아래 체의 분해체일 때 다음이 성립, 
함을 증명하라.

 

 ≤  ≤ 이고, 는 의 분해체이고, 는의 분해체이므로,    이고, 
   이다 따름정리 즉( 9.2.19). ,         따름정리 이므로 ( 9.2.16)
                                          

이다.
는 의 분해체 임을 보이자 유한 확대체 .  가  의 분해체이므로 다항식 ∈가 존재해서 의 근을 
⋯∈라 할 때,
                               ⋯ 

이다 또한  유한 확대체 .  가  의 분해체이므로 다항식 ∈ 가 존재해서 의 근을 ⋯∈라 할 때,
      ⋯ 이다 한편 .  는  의 유한 확대체이므로 대수적 확대체이다 따라서 임의의 . 
 ≤  ≤ 은  위에서 대수적이다 그러므로  .   가 존재한다 그러면 . ∈ ⊂ 이고  는 
 의 분해체이므로 정리 에 의하여 9.2.18 의 켤레근은 모두  의 원소이다 따라서 . 
                  ⋯     ⋯  ⋯     ⋯  ⋯ 

이므로 는  의 분해체이다.    이다 따름정리 그러므로 다음이 성립한다( 9.2.19). .
                   

9.2.18. ∈   에 대하여    은  위에서 차종속이고 1   이다. 
따라서 모두는 이 아닌 적당한 0   ∈ 에 대하여       이다 여기서 .    이면, 이어야 하므로 

  ∈ 가 되어 모순이다. 
따라서       ∈ 는 차다항식이고2 ,   이다 한편 . 의 나머지 근을  라 하면, 

    ∈ 이므로    ∈이다.
따라서   는 의 분해체이다.

9.2.19.            은 이 아니므로 정리 에 의하여 0 5.6.4  위에서 기약 다항식이다 .  에서 

의 한 근을  ∈ 라 하자 즉. ,        이다 정리 에 의하여 . 6.3.13 도 의 근이다. 
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                      이므로  ≠ 

이다 따라서 . 의 분해체는      이다.

9.2.20. (1)     이므로  위에서 기약 다항식이다 .  에서 의 한 근을 ∈ 라 하자 그러면 . 

 ≠  이고            이다 정리 에 의하여 .  6.3.13 , 도 의 근이다. 
       ⇒   모순  ⇒  ≠ 

   ⇒    ⇒      ⇒   모순  ⇒  ≠ 

   ⇒    ⇒   모순  ⇒  ≠ 

따라서 는  에서 분해된다. 

위 에 의하여 (2) (1) 의 분해체        이다.
그리고 차원은       deg   이다.

9.2.21. 표수가 이므로 (1) 3
                                       

                             

이다.
별해  ( ) 가 의 근이므로            이다 정리 에 의하여 .  6.3.13 , 도 의 근이다 표. 

수가 이므로 3
                    

                     

따라서      도 의 해이다. 

위 에 의하여 (2) (1) 는 서로 다른 개의 해 3       를 가지므로 분해체           이
다 그리고 차원은 .       deg   이이다.

9.2.22. (1)       이라 하자.     이므로  위에서 기약 다항식이다 .  에서 의 한 근

을 ∈ 라 하자 그러면 .  ≠  이고            이다 정리 에 의하여 .  6.3.13 도 의 근이다. 

                   ⇒   모순  ⇒  ≠ 

따라서  은 의 근이므로 의 분해체는  이다 한편. 
                       ∈      

이다 따라서 . 는     의 분해체이다.  

정리 에 의하여 (2) 8.4.5   ∈  는   의 근이므로 는     의 분해체이다.  

별해( )     ∈ 라 하자. 

            의 과 이 아닌 근을 0 1 라 하면 는     의 근이 되므로 에 의하여 (1) 는 
    의 분해체이다.  

 == 연습문제 (9.3) == 
연습문제 9.3.1(1) ( 8.2.13)    또는     

연습문제 (2) ( 8.2.12)    
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연습문제 (3) ( 8.2.13)   

9.3.2. (1) 가 분리가능이므로 정리 에 의하여 9.3.9     는  의 분리확대체이다.  가  위에서  
분리가능하고       ,         이므로 정리 에 의하여 9.3.13  ,    도  위 
에서 분리가능확대체이다 따라서 .   도  위에서 분리가능이다 . 

같은 방법으로    ±    ≠ 도  위에서 분리가능이다 . 
위 에 의하여 (2) (1)  위에서 분리가능한   의 모든 원소들의 집합은  의 부분체이다. 

9.3.3.    이므로 정리 에 의하여 8.4.5  는 의 분해체이고, ∀∈ 

 이다 또한 정리 에 의하여 . 8.4.18
 는 의 분리확대체이다 따라서 정리 에 의하여 . 9.3.9         이다. 
(1)(2) ∈ 이고    이라 하자.   이면 는 위수가 이고  의 생성원이 되어  는 
위수가 인 순환군이다. 
    는 유한체이고 위수가 이므로 정리 에 의하여 8.4.12 ∃∈     이다 그러면 . 

                                    ⇒  

   
이다 또한 .  이므로 

                   
   

  ⇒  

   

 
이다 따라서 .   이다.

기약다항식 9.3.4. 에 대하여 다음이 성립한다. 
    가 분리가능하지 않다. 
⇔  는 중근을 갖는다. 
⇔   gcd′≠  정리  ( 8.2.25)∵ 
⇔  ′   (∵ 가 기약 다항식)
⇔  의 각 항의 지수가 로 나눠진다.

9.3.5.       ≦ 이다 이때 .      ⋯   가    위에서 최대 차독립이면 정리 에 의하 ( )1 8.1.7

여 는    위에서 기저가 된다 그러면  .        가 되고       이어야 한다 따라서 . 

가 차독립임을 보이자1 . 
적당한    

  
 ∈        ⋯   가 존재하여 

                     
  

  
⋅ 

  

  
⋅ 


 

  
⋅  ⋯ 

    

    
⋅    

이라 하자 분모의 모든 곱을 양변에 곱하면 계수는 모두 .  의 계수가 되므로 
         ⋯   이라 

해도 좋다 즉 . 
                        ⋅    ⋅    ⋅  ⋯      ⋅    

이다. 의 지수가 의 배수인 항은   ⋅에만 나타나므로 다항식의 성질 계수비교 에 의하여 ( )     이어야 한
다 그러므로 . 
                              ⋅    ⋅  ⋯      ⋅    

이다 양변을 . 로 나눈 후 같은 방법을 적용하면 
        ⋯   이다 따라서 .      ⋯   는 

   위에서 기저가 된다 .

9.3.6. ∈ 가 의 근이면 
                 ⋅  

이므로 는 의 근이다. 
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역으로    ∈ 가 의 근일 때 중복도를 , 이라 하자 이 때. ,
                   ≠ 

인 다항식이 존재한다 그리고 다음이 성립한다. .
               ′         ′  
  의 표수는 이므로 0  ≠ 이다 따라서 . ≠ 이므로 
                   ′    ′

이다 그리고 다음이 성립한다. . 
                         

여기서     이므로 
                         

이어야만 한다 따라서 .   이고 는 의 단근이다.           

 == 연습문제 (9.4) == 
9.4.1
(1)   ℚ   ℚ     ℚ   ℚ     ℚ  ℚ    ℚ 

           deg  ∙ deg  ∙ deg     ∙  ∙   

(∵  의 근이 ℚ   에 존재하지 않고,   의 근이 ℚ  에 존재하지 않는다.   의 근도 ℚ에 속하
지 않는다.)
(2) ℚ    ℚ    ∵가 ℚ의 유한 정규확대체)
(3) ℚ  ℚ  

(4) ℚ    ℚ    

(5) ℚ     ℚ   이므로 ℚ   ℚ   

(6) ℚ     ℚ    이므로 ℚ   ℚ   

9.4.2     의 한 해를   




 




 cos


 




  
 라 하자 그러면 . 의 분해체는 

                   ℚ    ℚ ⋯  ℚ   ℚ

    
 ℚ      ℚ         ℚ  

이다.  의 켤레근은    이고 의 켤레근은  이므로
                  ℚ      

       

이다. 

9.4.3
(1)   ℚ       ℚ       ℚ  

(2) ℚ      
       은 개수가 개 이므로 4  또는   와 동형이다 이 때 각 원소의 . , 

위수가 이므로 1, 2, 2, 2 와 동형이다.
(3) ℚ 의 부분군은
              ℚ , ,   ,     ,      

으로 개 존재한다 각각은 5 . 의 생성원      들 중 고정되는 것이
           ℚ 는 1,
             는   ,
               는  ,
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                는  ,
           는      

이므로 갈루아 기본정리에 의해 부분체는 개를 가지며 5
           ℚ  ,  

 ℚ  ,     ℚ ,     ≡ ℚ  ,     ℚ
가 된다.

9.4.4

(1)       의 해를 구하자.   

 ±   
  ±  이므로 해는 다음과 같다. 

                    ±  ±  ±     ±    

그러므로 의 분해체  는 다음과 같다. 
                 ℚ ±     ±      ℚ  단             

(2)  의 대수적 켤레근은 ±  ±  이고 의 대수적 켤레근은 ± 이므로 갈루아 군 ℚ   ⋯의 원소
는 다음과 같다.

               

동형사상        

의 상  -       -     

의 상            

의 위수 1 2 2 2 2 2 4 4

예를 들어 의 위수는 다음과 같이 구한다. 의 생성원  에 대해서만 계산하면 된다 정리 ( 3.2.25). 

                  


                        

   

 

이므로 의 위수는 이다2 .
따라서   는   ×   ×  ×   중의 하나와 동형이다 위수가 인 원소가 개이므로 . 4 2

                        ℚ ≅ 

이다. 

9.4.5

(1) ①    
    ∈  이므로 ℚ    ⊂ ℚ   

      

  

∈ℚ  이므로 ℚ    ⊂ ℚ   

   ∴ℚ     ℚ   

   ②     
     

이므로 ℚ    ⊂ ℚ   

       

  

∈ℚ   이므로  ℚ    ⊂ ℚ   

    ∴ℚ     ℚ   

(2)                               의 근은 ±    ±   이다.

그러면 의 분해체는 ℚ   이고 ℚ  위에서  ℚ   의 기저는 1,   ,  
 ,  

 이다. ℚ  위에서  
ℚ   의 생성원은   이고    ℚ     이므로   의 대수적 켤레근은 ±    ±   이다 그러므로 . 
갈로아 군 ℚ   은 다음과 같다.  
                        ℚ   ℚ        

     
      
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위 를 참조하면 (3) (2) 의 분해체는 ℚ  이다. ℚ   위에서  ℚ   의 기저는 1,   ,    이다. 
ℚ  위에서 ℚ   의 생성원은   , 이고    ℚ       ,  ℚ      이므로  

의 대수적 켤레근은 ±   이고 의 대수적 켤레근은 ± 이다 그러므로 갈로아 군 . ℚ    은 다음과 같
다.  
                          ℚ       

         

(4)   의 한 근을   


 

 cos


 




    라 하면    ,   , ⋯   은   의 근이다. 

이 중에서            이   의 근이다 그러므로 .   의 분해체는   이고      이
므로 
          ℚ                                 

이다. 

9.4.6

  ℚ   이므로   의 대수적 켤레원소는   ,   ,   ( 

     이다 그러면 ) .   를 포함하

는 최소 갈루아 확대체  는 표수가 이므로 분리가능 정리 하므로 분해체가 되어야 한다 따라서  0 ( 9.3.16) . 
                                               

이다 그러므로 갈루아 군은 . 
   ℚ    ℚ         

         
        

        

이다 갈루아 군의 위수는 . ℚ      이므로    중의 하나와 동형이다 각 원소의 위수는 이므 . 1,3,3,2,2,2
로 와 동형이다 그러므로 부분군은 위수가 인 것이 개 인 것이 개 인 것이 개 인 것이 개로 모두 개. 1 1 , 2 3 , 3 1 , 6 1 6
이다 예 ( 2.4.18). 

9.4.7
(1)   는 ℤ의 유한확대체이므로 갈루아확대체이다. 

                          ℤ    ℤ   

이고 정리 에 의하여 9.4.14 ℤ  〈〉단  는 위수 인 순환군이다 따라서 라그랑주 정리와 정리 8 . 
에 의해 위수가 2.3.11    인 부분군 

                     〈
  〉 〈

〉 〈
〉 〈〉

이 하나씩만 존재한다. 

위 에 의하여 갈루아 기본정리에 의하여 (2) (1)  의 모든 부분체는 다음과 같다 예 참조( 9.4.15 ). 
                     〈

  〉   〈
〉   〈

〉   〈〉    

9.4.8
   라 하자 .       이므로      ≅    단 ( ,   이다 정리 ) ( 9.4.14).
라그랑주 정리와 정리 에 의해 의 약수 에 대해 대응하는 부분군2.3.11 30 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30
               〈〉  , 〈

〉, 〈
〉, 〈

〉, 〈
〉 〈

〉 〈
〉 〈

〉〈〉
이 하나씩 존재한다 따라서 이 부분군의 고정체는 다음과 같다. .  
    〈〉    〈

〉    〈
〉    〈

〉    〈
〉    〈

〉    〈
〉     

위수가 이므로 표수가 이다9.4.9 256 2 . 
   라 하자 .       이므로      ≅    단 ( ,   이다 정리 ) ( 9.4.14).
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라그랑주 정리와 정리 에 의해 의 약수 에 대해 대응하는 부분군2.3.11 8 1, 2, 4, 8
                   〈〉   〈

〉 〈
〉 〈

〉〈〉
이 하나씩 존재한다 따라서 이 부분군의 고정체는 다음과 같다. .  
                 〈〉    〈

〉    〈
〉     

9.4.10  (1)  는 순환군이고  이므로 는 순환군이다 정리 그러므로 ( 2.3.5).  는 의 
순환확대체이다.

다음에    는  의 정규확대체이므로 ≅
 이다 정리 순환군의 잉여군은 순환군이므로 ( 9.4.11). 

는 순환군이다 따라서 .   는 의 순환확대체이다.
갈루아 기본정리에 의하여 갈루아 군 (2)  의 부분군  와  의 중간체  는 대 대응이다1 1 .   는 순

환군이므로 정리 에 의하여 위수 2.3.11 인 부분군이 유일하게 존재하므로      인 중간체 정리 도 유일( 9.4.11)
하게 존재한다. 
(3)  는 위수 인 순환군이므로 정리 에 의해 위수가 10 2.3.11    인 부분군 개가 존재하므로 중간체는 4
개가 존재한다4 .

9.4.11 ℚ  ≅ℚ  연습문제 이다 하지만 ( 7.3.9) .  
       ℚ  ℚ       ≅ ℤ ≅ ℚ ℚ    

이므로 ℚ  ℚ  ≅ ℚ ℚ이다. 

9.4.12 (1)     or   라 하자. 
   가 단위원의 원시 제곱근이므로   이고    ∈ 의 근이다.
    의 근은   ⋯    정리 이고 ( 8.4.11)  이므로   ≦   ≦ 이다.
그러므로 는 의 분리다항식이다.

다음에         이므로  도 분리다항식이다.
 이고  가 분리다항식이므로 는 의 분리확대체이다 정리 ( 9.3.9). 
그러므로 는 정규확대체이다.

(2)   ≤ deg    이다.      이므로 의 서로 다른 개의 켤레근은 

                         
, 

,  ⋯  ,  
,     ≦  ⋯    

이다 따라서 .  
                            

 

  ≦  ≦ 

이다 그러면 . ∀ 
 

, 
 

 ∈  에 대하여 

                     
 

∘ 
 


=

=


 
 

 ∘ 
 




이므로 는 가환군이다.

9.4.13
(1) 가 의 유한 정규확대체이므로  ⋯  ∈ 가 존재하여    ⋯   이고    이다 즉 . , 는 
의 갈루아확대체이다.
            ∀ ∈    →  ,    →    

                     ⋯   ,     ⋯ 

이라 정의하면   는 동형사상이다 정리 ( 9.2.11).
  ∀∈ 에 대하여 { ⋯  }={⋯  이고 임의의 } , ∈ 에 대하여   이다 또한  . 
    이므로 
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         = 
 ∈ 

  = 
 ∈ 

   

이다 그러므로 .   
 ∈ 

    ⋯  
⋯  ⋯  ⋯ ∈의 각 항의 계수 

⋯ ∈ 에 대하여 
                            ⋯   ⋯ 

이다 따라서 . 는  계수 다항식이어야 한다 .
예를 들어   ( , 의 차항 1 의 계수는     ⋯ 일 때,   ⋯  이다 그러면 임의의 . 

∈ 에 대하여        ⋯  이므로 정리 군의 소약율( 2.1.10 )) 
            ⋯     ⋯     ⋯  

이다 따라서 .   ⋯  ∈ 이다.)

따름정리 에 의하여 (2) 9.1.4 ∈ 에 대하여 는 의 켤레이다 그리고 .   
 ∈ 

   이므

로     이다 위 에 의하여 . (1) ∈ 이고,   이므로 적당한 ∈ 가 존재하여 
                

이다.  ∉  이면  는 의 켤레를 한 근 으로 가지므로    이다 그러므로 적당한 . 
 ∈가 존재하여     이다 따라서 . 

                

위와 같은 방법을 계속하면 적당한 ∈ 와 ∈가 존재하여 
               

가 된다. 와 는 모닉이므로   이어야 한다 따라서 . 
               

이다. 
(3)    

⇔       deg   deg       

⇔          

⇔        ∵           

⇔    

9.4.14 의 개의 근은  ⋯ 이다.
(1) ⇒   이면      ≠ 이다 그러면 .     이고 가 분리 가능이므로 의 기약

다항식 인수는 중근을 가질 수 없다 따라서 . 는  을 인수로 가져야 한다. 
⇐ 중근을 가지므로 분명히 성립한다 .

(2) ∀ ∈ 에 대하여 와 는 켤레 관계이므로

            =  
  



=  

  
=  

 


 

이다 따라서 .   = 이므로   ∈ 이다.

(3)    ∈는 첨자의 위치를 바꾸는 호환이라 할 때
   ①     

             =      =       

   ②     

             =      =       

   ③     
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             =      =       

이므로    이다. 
그러므로      ∈  이면 임의의 ∈ 에 대하여   일 필요충분조건은 가 우치환이 되어야 

한다 즉. , ∈이다. 

9.4.15
(1)  ∈ ℚ이고   ∈ ℚ이므로 +  ∈ ℚ이다 따라서 . ℚ    ℚ이다. 
(2)         이므로   이다. 
(3) (+ )=+ = +이므로 + 은 에 의해 고정된다.
(4)   이므로    이다 따라서 .      이다. 

(5)     deg ℚ   ≦ deg        

   (∵        은 기약인지 모른다.)
(6)   ℚ   ⊆   (∵ (3))
            2≥                  

이므로        이다 즉. ,    이다. 
(7)     ℚ       ℚ       ℚ     ℚ 이므로   ℚ   이다. 

 == 연습문제 (9.5) == 
9.5.1.
        이고, 

                   ,     

   ,       

  
   

이다 따라서 .            이므로      이다.

9.5.2.       이므로                 이다.

  의 원시 제곱근을 12   





 


 


라 하자 그럼 원시 제곱근은 모두 . 12     이다.

그러므로                       이 된다.
별해 예 을 참조하면 ( ) 9.5.8

                             

                

        

        

이다 다항식의 나눗셈을 이용하면 .        이다. 

다음에          가  위에서 기약다항식임을 보이자 . 
        이므로 차 인수가 존재하지 않는다 따름정리 1 ( 5.6.9). 

그리고                  ∈라 하자 정리 ( 5.6.7).
정리하면                    이 된다.
그러므로     이거나     이다.
    i)     인 경우.   가 되어  ∉ 가 되어 모순이다.
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    ii)     인 경우.    이 되어  ∉ 가 되어 모순이다.
따라서  는 차인수를 갖지 않는다 그러므로 2 .  는 위에서 기약이다.

9.5.3.  (1)   의 한 근을   




이라 하자.
그러면   의 근은            이다. 는        ⋯    의 근이고,  위에서 기약이 

다 정리 그러므로 ( 9.5.4).    이고   의 분해체는   이다 표수가 이므로 분해체는 갈루아 . 0
확대체이다 정리 따라서 ( 9.5.9). 
                               deg  

이다. 
위 에 의하여 (2) (1)   의 분해체는   이고 이 의 켤레근이므로 ∈,    이라 하고 

  을 이용하면 
       

         


       

이므로   이다 따라서 . 는 생성원 을 갖는 순환군이다.

9.5.4.   의 원시근을   




라 하면,    의  근은     ⋯     이다 그러므로 분해체는. 
  이고         ⋯     정리 이다 따라서 ( 5.6.17) . 
                         deg    

이다 다음에 다항식 .     ⋯    은  ⋯    을 해로 가지므로 의 켤레원소는     ⋯    이다.
따라서      ≦  ≦    이다.

9.5.5.    의 한 해를   




 cos


  sin


 


 

 라 하면,   의  근은     ⋯     이다. 

그러므로 분해체는 

                      


 

   

이고        이다 따라서 다음이 성립한다. .
                          deg    

의 원시 제곱을 9.5.6. 1 6   




 cos


  sin


 


 

 라 하면,   의 해는       ⋯    이다 정(

리 이 때 9.5.13).    이다.
                     ⋯           ⋯  

                      

이다 다음에. 
                         

                        

이므로   의 켤레근은 개이고6 ,  의 켤레근은 개이다 따라서 2 .   이다.
별해( )   의 기저를 구해보면 

                
  ⋯  

       
  ⋯  

 

인 개의 원소를 갖는다 또한 12 . 는 의 갈루아 확대체이므로 
                

이다.
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9.5.7.      

     

             

              

      

그러므로 분해체        이므로       이다. 

의 원시 9.5.8. 1  제곱근 -   




이라 하면   의 근은   ⋯    이다.
따라서   의 분해체는 다음과 같다. 
                    ⋯    

다음에 의 원시   1  제곱근과 원시 -  제곱근을 각각 -   




   




이라 하면     의 근은 
  ⋯      ⋯    이다 그러므로 .     의 분해체는 
                              

이다 이 때 .        이므로 
                       ⊂ 

이다 또한  . gcd  이므로 ∃  ∈      이다 그러면. 

               




 



  

 



  




 











     ∈ 

가 성립한다 따라서 .  ⊂ 이다 그러므로 .           이다.

9.5.9.

의 원시 제곱근근을 (1) 1 12-   




 cos


  sin





 

 라 하면   의 근은   ⋯  이다.

한편           이므로   의 분해체는

                      ⋯         


 

     

이다 그러므로. 
                                deg  deg    

이다.

(2)  ∈  이라 하자.
                    

     

이므로  의 대수적 켤레원소는 ±  이고, 의 대수적 켤레원소는 ± 이다 그러므로 갈루아 군은. 
                   

         

이다 임의의 . ∈에 대하여 은 항등사상임을 보이자.
      

  , 

      
          ,    ,

           , 
       

      
          , 

        

이므로  은 항상 항등사상이다.

위 에 의해서 (3) (1), (2) ∀  ∈   ≦ 이므로  ≅  × 이다.
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의 원시 제곱근을 9.5.10. (1) 1 20-   




라 하면   의 근은   ⋯  이므로,    의분해체는
                       ⋯     

이다. 의 위수가 이다 정리 에 의하여 의 원시 20 . 8.4.11 1  제곱근은 -   개 존재하고 다음과 같다.
              gcd    ≤  ≤         

의 모든 원소는 의 켤레근이므로 원시 제곱근이다 따라서  20- . 
                 gcd     ≤  ≤ 

이다.

의 원시 제곱근을 (2)  1 4-   




 라 하면   의 근은       ⋯   가 된다 그러면 .   의 분해체
는 다음과 같다.
                        ⋯               

이 때     라 하면        이므로  의 대수적 켤레근은 ±  ± 이고,      이므로  
의 대수적 켤레근은 ± 이므로   의 갈루아 군 ℚ   ⋯의 원소는 다음과 같다.

               

동형사상        

의 상  -     -   

의 상            

(3)         임을 보이자.
            deg                  

      deg         

이므로        이다 따라서 .         이어야 하므로         이다.  
그러면   위에서    의 켤레근은 ±   이다 또한 .      이므로 의 켤레근은 ± 이므로 
  의 갈루아 군 ℚ      의 원소는 다음과 같다.

                           

동형사상    

의 상          

의 상      

9.5.11.
(1)     의 근은           의 그이다 이 때 의 원시 제곱근을 . 1 8-

                             




 cos


  sin





 



이라고 하자 그럼 .   의 근은    ⋯   이다 그러면 이 중에서 .   의 근은 
                                             

이 된다 그러므로 .   의 분해체는       이다 이 때 .     라 하면       이므로 의 대
수적 켤레근은 ±  ± 이다 또한 .     이므로 의 대수적 켤레근은 ± 이므로   의 갈루아 군 
ℚ   ⋯의 원소는 다음과 같다.

               

동형사상        

의 상  -     -   

의 상            

예 와 에 의해  (2) 9.4.16(2) (1)   와   의 분해체는 같으므로   의 갈루아 군은 의 결과와 같다(1) . 
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의 원시 제곱근을 9.5.12. (1) 1 5-   




라 하면    ∈ 의 근은       ⋯    이다 정리 ( 9.4.14). 
그러므로   의  위에서 분해체는       이다.
(2)        임을 보이자.
                               

이다 한편 . 
                                                   ⋯  (*)
이므로 
                  

이다 또한 .           이므로 
                       

       
        
           
          deg

          deg        
          

이므로 
                      ⋯  (**)
이다 따라서   . ⋅     즉, ,     이다. 

한편 와 에서    (*) (**)
                           

이므로 
                            즉,  ,           deg  

이다. 는         의 근이고 deg   ≧ 이므로 
                            

이다 그러므로 . 
                    deg    

이고 에서 (*)
                  

이다 따라서 . 
                                    

이므로          이다 그러므로 . 
                        deg   

이고   이   은 근이므로       이다 또한 .  위에서    의 대수적 켤레근은 
      ⋯    이므로   의 갈루아 군 ℚ   ⋯의 원소는 다음과 같다.

                       
동형사상     

  의 상                

따라서 갈루아군의 위수가 이므로 5 와 동형이다.

의 원시 9.5.13. (1) 1  제곱근을 -   




라 하면   ∈ 의 근은       ⋯      이다 정리 ( 9.4.14). 
그러므로 ≠ 이므로   의  위에서 분해체는        이다.
(2) 이 소수이므로          ⋯   이다 정리 따라서 ( 9.5.4).  위에서  의 대수적 켤레근은 
  ⋯   ( 개 이다 한편 ) .   의 켤레근은 deg  개이다 그러므로. 
                         deg  

이다. 


