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�#� f�� �����s�Ù¼�� f(x) =y��� &h� x 2 X�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� s��Q��Ç x\� �/
�#� [x℄ 2 X=�s��� ~f([x℄) = f(x) = ys�Ù¼�� ~f��H �����s���.��Ç¼#� ëß���� ~f([x℄) = ~f([x0℄)s���� f(x) = f(x0)s�Ù¼�� x � x0s� ÷&#Q [x℄ = [x0℄s���. ����"f~f��H éß���s���.Nùý=� 1.4.7. (1) (2) e��_Æ_Æ &h� y 2 Y\� �/
�#� f Æ h = idYs�Ù¼�� f(h(y)) = ys���. Õªo���g Æ f = idXs�Ù¼�� g(y) = g(f(h(y))) = h(y)s���. ����"f g = hs���.Nùý=� 1.4.9.(1) (i) n = m��� �â
Äº\���H �½Ó1px�<Ê�º f : Xn ! Xn, f(x) = x�� éß���s���.(ii) n < m��� �â
Äº\���H �<Ê�ºf : Xn ! Xm; f(x1; x2; : : : ; xn) = (x1; x2; : : : ; xn; p; : : : ; p)�� éß���s���.(2) g(x1; : : : ; xn; xn+1; : : : ; xn+m) = ((x1; : : : ; xn); (xn+1; : : : ; xn+m)).(3) h(x1; : : : ; xn) = (x1; : : : ; xn; p; p; p; : : :).(4) k((x1; : : : ; xn); (y1; y2; : : :)) = (x1; : : : ; xn; y1; y2; : : :).



6 =� 1 �Ék �̀×�7 �{ç y(5) l((x1; x2; : : :); (y1; y2; : : :)) = (x1; y1; x2; y2; : : :).(6) (i) A = B��� �â
Äº\���H ' : XA ! XB, '(f) = f�� ���éß���s���.(ii) s�℄j A $ B��� �â
Äº\�� Òqty��
���. ���$� ÅÒ#Q��� �<Ê�º f : A ! X\� �/
�#� �<Ê�º~f : B ! X\�� ~f(x) = 8<:f(x); x 2 Ap; x 2 B � A�� &ñ
_Æ
���. Õª�Q��� �<Ê�º ' : XA ! XB, '(f) = ~f��H éß���s���.Nùý=� 1.4.11. (1) (��2�X�) \ (��2�Y�) = ��2�(X� \ Y�):(x�) 2 (��2�X�) \ (��2�Y�) , (x�) 2 ��2�X� ^ (x�) 2 ��2�Y�, (8� 2 �; x� 2 X�) ^ (8� 2 �; x� 2 Y�), 8� 2 �; x� 2 X� ^ x� 2 Y�, 8� 2 �; x� 2 X� \ Y�, (x�) 2 ��2�(X� \ Y�)(2) ëß���� (x�) 2 (��2�X�) [ (��2�Y�)s���� (x�) 2 ��2�X� ¢̧��H (x�) 2 ��2�Y�s���. Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t�·ú§�� (x�) 2 ��2�X�s��� ½+É �º e����. Õª�Q��� �̧��H � 2 �\��/K� x� 2 X�s�Ù¼�� x� 2 X� [ Y�s���. Õª�QÙ¼�� (x�) 2 ��2�(X� [ Y�)s���. ����"f(��2�X�) [ (��2�Y�) � ��2�(X� [ Y�)s���.1.5 �¥¾R��<O[��Â� uæ�"X©óÂ®"�Nùý=� 1.5.1. ���$� �d_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� ��6£§s� 1lxu�e���Ér ��"î

���:(x1; y1) �d (x2; y2) , x1 �X x2s��� y1 �Y y2(i) �̧��H (x; y) 2 X � Y\� �/K� x �X xs��� y �Y ys�Ù¼�� (x; y) �d (x; y)s���.(ii) s�℄j (x1; y1) �d (x2; y2)s��� (x2; y2) �d (x3; y3)s��� 
���. Õª�Q��� x1 �X x2s���x2 �X x3s�Ù¼�� x1 �X x3s���. Õªo��� y1 �Y y2s��� y2 �Y y3s�Ù¼�� y1 �Y y3s���.����"f (x1; y1) �d (x3; y3)s���.(iii) s�℄j (x1; y1) �d (x2; y2)s��� (x2; y2) �d (x1; y1)s���
���.Õª�Q���Õª�Q��� x1 �X x2s��� x2 �X x1s�Ù¼�� x1 = x2s���. Õªo��� y1 �Y y2s��� y2 �Y y1s�Ù¼�� y1 = y2s���.����"f (x1; y1) = (x2; y2)s���.(iv) e��_Æ_Æ (x1; y1); (x2; y2) 2 X � Y\� �/K� x1 �X x2 ¢̧��H x2 �X x1s��� y1 �Y y2 ¢̧��Hy2 �Y y1s���.



1.6 ��N[e�̀×�7  7� x1 �X x2, y1 �Y y2��� �â
Äº; (x1; y1) �d (x2; y2)s���.� x1 �X x2, y2 �Y y1��� �â
Äº; ëß���� x1 �X x2s���� (x1; y1) �d (x2; y2)s���. Õªo���ëß���� x1 = x2s���� (x2; y2) �d (x1; y1)s���.� x2 �X x1, y1 �Y y2��� �â
Äº; ëß���� x2 �X x1s���� (x2; y2) �d (x1; y1)s���. Õªo���ëß���� x1 = x2s���� (x1; y1) �d (x2; y2)s���.� x2 �X x1, y2 �Y y1��� �â
Äº; (x2; y2) �d (x1; y1)s���.����"f �����d��í�H"f �d��H Y�L|9�½+Ë X � Y�©�_Æ ���í�H"fs���.Nùý=� 1.5.3. (i) A_Æ �©�>���H fa; bg � B, fa; 
g � B\�� ëß�7á¤
���H B 2 P(X)[þts���. ����"fA_Æ �©�>���H fa; bg [ fa; 
g = fa; b; 
g � B\�� ëß�7á¤
���H B � X[þts���. ����"f A_Æ �©�>���Hfa; b; 
g, fa; b; 
; dg, fa; b; 
; eg, Xs���.(ii) (i)\� _ÆK� A_Æ þj�è�©�>���H fa; b; 
gs���.(iii) A_Æ 
�>���H D � fa; bg, D � fa; 
g\�� ëß�7á¤
���H D 2 P(X)[þts���. ����"f A_Æ 
�>���H D � fag = fa; bg \ fa; 
g\�� ëß�7á¤
���H D � X[þts���. ����"f A_Æ 
�>���H ?, fags���.(iv) (iii)\� _ÆK� A_Æ þj�/
�>���H fags���.Nùý=� 1.5.5. A = fx 2 X j a � xgs���
���.Õª�Q��� (A;�)�̧ ÂÒì�rí�H"f|9�½+Ës��� (A;�)_Æ���í�H"f ÂÒì�r|9�½+Ë C��H X_Æ ���í�H"f ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� �©�>� v 2 X�� �>rF���Ç��. Õªo��� a � vs�Ù¼�� v 2 As���. ����"f A_Æ �̧��H ���í�H"f ÂÒì�r|9�½+Ë�Ér �©�>�\�� °ú���H��. ����"f &ñ
o� 1.5.16(Zorn���̧&ñ
o�)\� _ÆK� (A;�)_Æ �FG�/"é¶�è u 2 A�� �>rF���Ç��. ��"î

�>� a � us���. s�℄j Äºo���H u�� X_Æ �FG�/"é¶�èe���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. ëß���� u�� X_Æ �FG�/"é¶�è�� ��m���� u � u����u� 2 X�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� a � u�s�Ù¼�� u� 2 As���. s���H u�� A_Æ �FG�/"é¶�è����H ��z�́\��̧í�Hs���. ����"f u��H X_Æ �FG�/"é¶�ès��� a � u\�� ëß�7á¤��Ç��.1.6 ��ṕP©óÂ®"�Nùý=� 1.6.1. ëß���� Q
s� ��íß�s����� ��&ñ

���� Q�̧ ��íß�s�Ù¼�� &ñ
o� 1.6.12\� _ÆK� R =Q [Q 
�̧ ��íß�s���.s���H Rs� q���íß�s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���(��l� 1.6.15). ����"f Q
��H q���íß�s���.Nùý=� 1.6.3. ���$� B � A\� �/
�#� �B(x) =8<:1; x 2 B0; x =2 Bs��� 
���� : P(A)! Xn; �(B) = (�B(1); �B(2); : : : ; �B(n))s��� 
���. %i�Ü¼��  : Xn ! P(A);  (x1; x2; : : : ; xn) = fi j xi = 1g



8 =� 1 �Ék �̀×�7 �{ç ys��� 
���. Õª�Q���  Æ � = idP(A), � Æ  = idXns�Ù¼�� ���H ���éß���s���. ����"f P(A) �Xns���.Nùý=� 1.6.5. (1) A = fA � N j A��H Ä»��Ç|9�½+Ëgs��� 
���. Õªo��� y��y��_Æ ������º n\� �/K�An = fA j A � f1; 2; : : : ; nggs��� 
���. Õª�Q��� jAnj = 2ns�Ù¼�� An�Ér Ä»��Ç��� ��íß�|9�½+Ës���.Õªo��� A = [n2NAns�Ù¼��&ñ
o� 1.6.12\�_ÆK� A�̧ ��íß�|9�½+Ës���.Õªo��� �̧��H n 2 N\��/K� fng 2 As�Ù¼�� A��H Áº��Ç|9�½+Ës���. ����"f A��H ��ÂÒ���|9�½+Ës���.(3) ���$� N � Qs�Ù¼�� P(N) � P(Q)s���(��l� 1.6.13 ����̧). 7£¤, 
ard(P(N)) =
ard(P(Q))s���. Õªo��� ë�H℄j 1.6.4\� _ÆK� P(N) � f0; 1gNs�Ù¼��
ard(P(N)) = 
ard(f0; 1gN)s���.� �<Ê�º f : R !P(Q), f(a) = fx 2 Q j x < ag�� éß���s�Ù¼�� 
ard(R) � 
ard(P(Q))s���. Õª�QÙ¼�� 
ard(R) � 
ard(P(N))s���.� ��Ç¼#�  : f0; 1gN ! R,  (f) = 0:f(1)f(2)f(3) � � � �� éß���s�Ù¼�� 
ard(f0; 1gN) �
ard(R)s���. Õª�QÙ¼�� 
ard(P(N)) � 
ard(R)s���.����"f 
ard(P(N)) = 
ard(R)s�Ù¼�� P(N) � Rs���.(2) B = fA � N j A��H Áº��Ç|9�½+Ëgs���
���.Õª�Q���P(N) = A[Bs���.ëß���� B����íß�s�����&ñ

���� (1)\�_ÆK� A�̧ ��íß�s�Ù¼��P(N)�Ér ��íß�s���.Õªo��� (3)\�_ÆK�P(N) � Rs�Ù¼�� P(N)�Ér q���íß�s�Ù¼�� �̧í�Hs���.(4) Äºo���H NN = ff j f : N ! N��H �<Ê�ºge���̀� �©�l�
���. Õªo��� N � N � Ne���̀� �©�l�
���(��l� 1.6.11). ����"f P(N � N) � P(N)s���. ¢̧��Ç f0; 1g � f1; 2gs�Ù¼�� ë�H℄j 1.6.4ü<(3)\� _ÆK� R �P(N) � f1; 2gNs���.� �<Ê�º � : f1; 2gN! NN , �(f) = f�� éß���s�Ù¼�� 
ard(f1; 2gN) � 
ard(NN )s���. ����"f
ard(R) = 
ard(P(N)) = 
ard(f1; 2gN) � 
ard(NN)s���.� ��Ç¼#�  : NN ! P(N � N),  (f) = f(n; f(n)) j n 2 Ng�� éß���s�Ù¼�� 
ard(NN) �
ard(P(N � N))s� ÷&#Q
ard(NN) � 
ard(P(N � N)) = 
ard(P(N)) = 
ard(R)s���.����"f 
ard(NN) = 
ard(R)s�Ù¼�� NN � Rs���.



V� 2 *�×ËÂ<³�h�Þ« �̄»ë5Ñ
2.1 §óÀǑ̈ ©óÂ®"� RÂÔ Þ¶Ä©óÀ yNùý=� 2.1.1. ¿º �<Ê�º f : [a; b℄ ! [
; d℄, f(x) = b�ad�
 (x � a) + 
�� %i��<Ê�º f�1 : [
; d℄ ! [a; b℄,f�1(y) = d�
b�a (y � 
) + a\�� ��t�Ù¼�� f��H ���éß���s���.Nùý=� 2.1.3. R_Æ 0A�� Ä»>���� ÂÒì�r|9�½+Ë A��H �©�>� M�̀� °ú���H��. Õª�Q��� �̧��H z�́�º r > M�ÉrA_Æ �©�>�s���.2.2 Rn9FVÂÔ 2
Àm¼õ©óÂ®"�Nùý=� 2.2.1. N
 = (�1; 1)S([1n=1(n; n+ 1))ü< °ú s� \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� ³ð�&³÷&Ù¼��N
�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���(&ñ
o� 2.2.6). ����"f N�Ér R_Æ {���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 2.2.3. B_Æ #�|9�½+Ës� B
 = (�1; 0)S(1;1)S([1n=1( 1n+1 ; 1n ))ü< °ú s� \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� ³ð�&³÷&Ù¼�� B
�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���(&ñ
o� 2.2.6). ����"f B��H R_Æ {���2³|9�½+Ës���.s�℄j B�� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��_���̀� ��s���. &h� 0 2 B\� �/
�#� 0 2 B(0; r) = (�r; r) �B�̀� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f B��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.Nùý=� 2.2.5. (~½ÓZO� 1) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� (x; y) 2 X\� �/
�#� r = y�� ×þ�
���� (x; y) 2B((x; y); r) � X�� ÷&Ù¼�� X��H R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(~½ÓZO� 2) �<Ê�º f : R2 ! R, f(x; y) = y��H ���5Åqs���. Õªo��� (0;1)��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� $í
|9� 2.2.19\� _ÆK� X = f�1((0;1))��H R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.9



10 =� 2 �Ék �£�å¶X�w� ÎáºH[e
b

b

bpÕªaË> 2.1: Y 
�Ér R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���Nùý=� 2.2.7. (~½ÓZO� 1) ��6£§ ÕªaË> 2.1õ� °ú s� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� p 2 Y 
\�� ×�æd��Ü¼�� 
���H \P�Ǒ2;½̈ B(p; r) � Y 
�� �>rF�
�Ù¼�� Y 
�Ér R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f Y��H R2_Æ {���2³|9�½+Ës���.(~½ÓZO� 2) �<Ê�º f : R2 ! R, f(x; y) = xy � 1��H ���½Ó�<Ê�ºs�Ù¼�� ���5Åqs���. Õªo��� f0g��HR_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� ë�H℄j 2.2.4\� _ÆK� Y = f�1(f0g)��H R2_Æ {���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 2.2.9. ���$� 2 2 Zs�t�ëß� B(2; r) = (2� r; 2 + r) � Z\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� Z��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.��Ç¼#� �1 2 Z
s�t�ëß� B(�1; r) = (�1� r;�1 + r) � Z
\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� Z
��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���. ����"f Z��H R_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���.Nùý=� 2.2.11. (~½ÓZO� 1) ¼#�_Æ�©� X = Rk � 0�� 
���.���$� k = n��� �â
Äº��H X = Rns�Ù¼�� X��H Rn_Æ {���2³|9�½+Ës���.s�℄j k < ns��� ��&ñ

���. e��_Æ_Æ &h� x = (x1; : : : ; xk; xk+1; : : : ; xn) 2 X
\� �/
�#�xi 6= 0��� i � k+1���>rF���Ç��.Õªo���s��Q��Ç i\��/K� r = jxijs���
���� x 2 B(x; r) � X
s�Ù¼�� X
��H Rn_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f X��H Rn_Æ {���2³|9�½+Ës���.(~½ÓZO� 2) f : Rn ! R, f(x1; : : : ; xn) = x2k+1+x2k+2+ � � �+x2n�Ér ���5Åq���©�s���. Õªo��� ��Ç&h� |9�½+Ë f0g�Ér R_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� Rk � 0 = f�1(f0g)�Ér Rn_Æ {���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 2.2.13. (1) " = 12ü< e��_Æ_Æ Æ > 0\� �/
�#� x = � Æ2�� �>rF�
�#� jx� 0j < Æs�t�ëß�jf(x)� f(0)j = j � Æ2 � 1j = Æ2 + 1 > 1 = "s���. ����"f g��H &h� x = 0\�"f ���5Åqs� ��m���.(2) s�℄j p 6= 0s��� 
���.���$� p > 0��� �â
Äº\���H ÅÒ#Q��� " > 0\� �/
�#� �ª�_Æ z�́�º Æ = minf"; pg\�� ×þ�
���. ëß����jx� pj < Æs���� x > 0e���̀� ÅÒ_Æ
���. ����"fjx� pj < Æ ) jf(x)� f(p)j = j(x + 1)� (p+ 1)j = jx� pj < Æ � "



2.2 RN�Ék4É _*Õð
Ó�̀×�7  11\�� ëß�7á¤
�Ù¼�� g��H &h� p\�"f ���5Åqs���.��Ç¼#� p < 0��� �â
Äº\���H ÅÒ#Q��� " > 0\� �/
�#� �ª�_Æ z�́�º Æ = minf"; jpjg\�� ×þ�
���. ëß���� jx� pj < Æs���� x < 0e���̀� ÅÒ_Æ
���. ����"fjx� pj < Æ ) jf(x)� f(p)j = jx� pj < Æ � "\�� ëß�7á¤
�Ù¼�� g��H &h� p\�"f ���5Åqs���.Nùý=� 2.2.15. (1) ���$� x�� A_Æ ��wn�&h�s���� A\U = fxg��� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. Õªo��� x 2 Us�Ù¼�� x 2 (x � r; x+ r) � U\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF���Ç��. s��Q��Ç r\��/K� A \ (x� r; x+ r) = fxgs� $í
wn���Ç��.%i�Ü¼�� A\ (x� r; x+ r) = fxg\��ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF�
���� U = (x� r; x+ r)��HR_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f A \ U = fxg\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f x��H A_Æ ��wn�&h�s���.(2) I\�� A_Æ ��wn�&h�[þt_Æ |9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� I � As���. e��_Æ_Æ &h� a 2 I\� �/
�#�a�� A_Æ ��wn�&h�s�Ù¼�� Ua \ A = fag��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë Ua�� �>rF���Ç��. s�℄j W = Sa2I Uas���
���� I �Ws���. Õªo��� $í
|9� 2.2.22\�_ÆK� fUa j a 2 Ig_Æ ��íß� ÂÒì�r�̧e�� fUan j n 2 Ngs��>rF�
�#� W = S1n=1 Uans���. Õªo���I � A \W = A \ ( 1[n=1Uan) = 1[n=1(A \ Uan) = 1[n=1fang = fan j n 2 Ngs���. ����"f fan j n 2 Ngs� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� I�̧ ��íß�|9�½+Ës���.
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V� 3 *�×�D(�×�̄»ë5Ñ
3.1 ö�9FV<O[j́P(topologi
al spa
e)Nùý=� 3.1.1. (i) &ñ
_Æ\� _Æ
�#� ? 2 T
s���, X
 = ?s� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� X 2 T
s���.(ii)ëß���� U� 2 T
 (� 2 �)s���� �̧��H � 2 �\��/
�#� U
���H��íß�|9�½+Ës����� X ����̂s���.���$� �̧��H � 2 �\� �/
�#� U
� = X��� �â
Äº U� = ? (8� 2 �)s�Ù¼�� S�2� U� = ? 2 T
s���. ��Ç¼#� ëß���� U
�0 6= X��� �0 2 ��� �>rF�
���H �â
Äº U
�0��H ��íß�|9�½+Ës���,([�2�U�)
 � U 
�0s�Ù¼�� (S�2� U�)
�̧ ��íß�|9�½+Ës� �)a��. ����"f S�2� U� 2 T
s���.(iii) s�℄j U1; : : : ; Un 2 T
s��� 
���. ���$� U 
k = X��� k 2 f1; : : : ; ng�� �>rF�
���H �â
Äº\���H Uk = ?s�Ù¼�� Tni=1 Ui = ?s���. ����"f (Tni=1 Ui)
 = Xs�Ù¼�� Tni=1 Ui 2 T
s���. ��Ç¼#��̧��H i\� �/
�#� U
i 6= X��� �â
Äº\���H �̧��H U 
i�� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� Sni=1 U 
i �̧ ��íß�|9�½+Ës���.Õª���X< ( n\i=1Ui)
 = n[i=1U 
is�Ù¼�� Tni=1 Ui 2 T
s���.����"f T
��H |9�½+Ë X�©�_Æ 0A�©�s���.Nùý=� 3.1.3. X\�� z�́�º |9�½+Ë Rs��� 
���. Õªo��� U = (�1; 0), V = (0;1)�� 
���. Õª�Q���U 
 = [0;1), V 
 = (�1; 0℄s� �̧¿º Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� U , V 2 T1s���. Õª�Q�� (U [ V )
 =f0g�Ér Áº��Ç|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� U [ V =2 T1s���. ����"f T1��H |9�½+Ë R�©�_Æ 0A�©�s� ��m���.
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14 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[eNùý=� 3.1.5.(1) ���$� T 0�̀� Òqty��
���.(i) ëß���� f�� ������� ��m���� �̧��H U 2 T\� �/K� f(U) 6= Ys�Ù¼�� Y =2 T 0s� ÷&#QT 0�Ér |9�½+Ë Y�©�_Æ 0A�©�s� ��m���.(ii) {9�ìøÍ&h�Ü¼�� f�� éß����� ��m���� f(U \ V ) 6= f(U)\ f(V )s� ÷&#Q T 0�Ér 0A�©�s� ÷&t� ·ú§��H��. \V\�� [þt#Q |9�½+Ë X = fa; b; 
; dg�©�\�0A�©� T = f?; fa; bg; f
; dg; Xg\��ÅÒ��. Õªo��� Y = f1; 2; 3gs��� 
���. s�℄j �<Ê�º f : X ! Y\�� f(a) = 1, f(b) =f(
) = 2, f(d) = 3Ü¼�� &ñ
_Æ
���� T 0 = f?; f1; 2g; f2; 3g; Y g�Ér |9�½+Ë Y�©�_Æ 0A�©�s� ��m���.(iii) ����"f T 0s�|9�½+Ë Y�©�_Æ0A�©�s�÷&l�0A��Ç�9�¹̄�̧|	��Ér f�����éß������ �̄	s���.Õªo��� f�� ���éß���s���� {©����y� T 0�Ér |9�½+Ë Y�©�_Æ 0A�©�s� �)a��.(2) s�℄j T 00s� |9�½+Ë Y�©�_Æ 0A�©�s� H�d�̀� ��s���.(i) f�1(?) = ?, f�1(Y ) = X 2 Ts�Ù¼�� ?; Y 2 T 00s���.(ii) s�℄j V� 2 T 00 (8� 2 �)�� 
���. Õª�Q��� �̧��H � 2 �\� �/K� f�1(V�) 2 Ts�Ù¼��f�1([�V�) = [�f�1(V�) 2 T s���. ����"f [�V� 2 T 00s���.(iii0) ëß���� U; V 2 T 00s���� f�1(U); f�1(V ) 2 Ts�Ù¼��f�1(U \ V ) = f�1(U) \ f�1(V ) 2 Ts���. ����"f U \ V 2 T 00s���.Nùý=� 3.1.7. T1õ� T2\�� �í�<Ê
���H ���©� ����Ér 0A�©��Érf?; X; fag; fa; bg; fb; 
g; fbggs���. Õªo��� T1õ� T2\� �í�<Ê÷&��H ���©� 	�H 0A�©��ÉrT1 \T2 = f?; X; faggs���.Nùý=� 3.1.9. ���$� T\�� s�íß�0A�©�s��� 
���. 7£¤, T =P(X)s��� 
���. Õª�Q��� �̧��H x 2 X\��/K� fxg 2 Ts���.%i�Ü¼�� �̧��H x 2 X\� �/K� fxg 2 Ts��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë A � X\� �/K�A = Sx2Afxg 2 Ts�Ù¼�� T =P(X)�� ÷&#Q T��H s�íß�0A�©�s���.



3.1 ëâ�ÉkÎáºH[e(TOPOLOGICAL SPACE) 15Nùý=� 3.1.11. (a))(b) ���$� T � T 0s��� 
���. s�℄j ÅÒ#Q��� U 2 Tü< &h� x 2 U\� �/
�#�T � T 0s�Ù¼�� Vx = U 2 T 0s� �>rF�
�#� x 2 Vx = U � U\�� ëß�7á¤��Ç��.(b))(a) ëß���� U 2 Ts���� (b)\� _ÆK� e��_Æ_Æ &h� x 2 U\� �/K� x 2 Vx � U��� Vx 2 T 0s��>rF���Ç��. Õªo��� [x2UVx 2 T 0s��� U = [x2UVxs�Ù¼�� U 2 T 0s���. ����"f T � T 0s���.Nùý=� 3.1.13. ���$� T = f(�1; x) � R j x 2 Rg [ f(�1; x℄ � R j x 2 Rg [ f?;Rgs���.(i) ��"î

�>� ?;R 2 Ts���.(ii) ÅÒ#Q��� U� 2 T (� 2 �)\� �/K� U = [�2�U�s��� 
���. ëß���� x 2 U , y < xs����x 2 U�0��� �0 2 �s� �>rF���Ç��. Õªo��� U�0 2 Ts�Ù¼�� y 2 U�0s� ÷&#Q y 2 Us���. ����"fU 2 Ts���.(iii) ÅÒ#Q��� U; V 2 T\� �/K� x 2 U \ V , y < xs��� 
���. Õª�Q��� x 2 U , x 2 Vs���U; V 2 T s�Ù¼�� y 2 U , y 2 V�� ÷&#Q y 2 U \ Vs���. ����"f U \ V 2 Ts���.Nùý=� 3.1.15.(1) (i) ���$� ? 2 Te���̀� ��s���. a 2 ?s� ��f±	s�Ù¼�� "î
℄ja 2 ?) 9b > 0 s: t: a 2 Na;b � ?�Ér �½Ó�©� ���s���. ����"f ? 2 Ts���.Õªo��� e��_Æ_Æ a 2 Z\��/K� a 2 Na;1 = Z� Zs�Ù¼�� Z2 T s���.(ii) ���$� U� 2 T (� 2 �)s��� 
���. e��_Æ_Æ &h� a 2 [�2�U�\� �/
�#� a 2 U�0����0 2 ��� �>rF���Ç��. Õªo��� U�0 2 Ts�Ù¼�� a 2 Na;b � U�0 � [�2�U�\�� ëß�7á¤
���H�ª�_Æ &ñ
�º b�� �>rF���Ç��. ����"f [�2�U� 2 Ts���.(iii) s�℄j U; V 2 Ts��� 
���. e��_Æ_Æ &h� a 2 U \ V\� �/K�a 2 Na;b1 � U; a 2 Na;b2 � V\��ëß�7á¤
���H�ª�_Æ&ñ
�º b1, b2���>rF���Ç��.Õªo��� a 2 Na;b1b2 � Na;b1\Na;b2 � U\Vs�$í
wn�
�Ù¼�� U \ V 2 Ts���.(2) ëß���� U�� /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� a 2 U�� �>rF���Ç��. Õªo��� a 2 Na;b � U\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ &ñ
�º b�� �>rF���Ç��. Õª���X< Na;b�� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� U�̧ Áº��Ç|9�½+Ës���.(3) (i) ���$� Na;bs� \P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀� ��s���. e��_Æ_Æ &h� 
 2 Na;b\� �/K� 
 = a + nb��� &ñ
�ºn 2 Zs��>rF�
�Ù¼�� N
;b = Na;bs���. ÕªA�"f 
 2 N
;b � Na;bs�Ù¼�� Na;b��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.



16 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[e(ii) s�℄j Na;bs� {���2³|9�½+Ëe���̀� ��s���.Na;b = Z� b�1[i=1Na+i;b�� $í
wn�
�#� Na;bs� \P�Ǒ2;|9�½+Ë_Æ #�|9�½+Ës�Ù¼�� Na;b��H {���2³|9�½+Ës���.(4) 1 ¢̧��H �1s� ����� &ñ
�º n�Ér &h�{©���Ç �è�º p\�� ����º�� °ú�l� M:ë�H\� n 2 N0;ps���. Õª�QÙ¼�� Z� f1;�1g = [p2PN0;ps���.éß�,#�l�"f P��H �̧��H�è�º_Æ|9�½+Ës���.ëß���� P��Ä»��Ç|9�½+Ës�����&ñ

���� (3)\�_ÆK� Z�f1;�1g��H{���2³|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� f1;�1g�Ér\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Õª���X<s���H (2)\��̧í�Hs���. ����"f P��H Áº��Ç|9�½+Ës�#Q�� ��Ç��.
3.2 ��$\(basis)Â� �­të���$\(subbasis)Nùý=� 3.2.1. |9�½+Ë X = fa; b; 
g�©�_Æ ��6£§õ� °ú �Ér ¿º l�$�B1 = ffag; fb; 
gg; B2 = ffa; bg; f
gg\��Òqty��
���.���$��§|9�½+ËB1\B2 = ?s�|9�½+Ë X�©�_Æl�$���÷&t�·ú§6£§�Ér��"î

���.Õªo���½+Ë|9�½+ËB1[B2 = ffag; f
g; fa; bg; fb; 
gg�Ér b 2 fa; bg\fb; 
gs�t�ëß� b 2 B � fa; bg\fb; 
g�̀�ëß�7á¤
���H B 2 B1 [B2�� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f ½+Ë|9�½+Ë B1 [B2�̧ |9�½+Ë X�©�_Æ l�$�����m���.Nùý=� 3.2.3. ���$� TB = fB_Æ "é¶�è[þt_Æ ½+Ë|9�½+Ëge���̀� �©�l�
���. ����"fTB = f?; fbg; fdg; fa; bg; fb; 
g; X; fb; dg; fa; b; dg; fb; 
; dg; fa; b; 
ggs���.Nùý=� 3.2.5. (1) ���$� B�� |9�½+Ë R2�©�_Æ l�$��� H�d�̀� ��s���:(i) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� (x; y) 2 R2\� �/
�#�x� 1 < a < x < b < x+ 1; y � 1 < 
 < y < d < y + 1\�� y��y�� ëß�7á¤
���H Ä»o��º a; b; 
; d 2 Q�� �>rF�
�#� (x; y) 2 (a; b)� (
; d) 2 B\�� ëß�7á¤��Ç��.



3.2 U�$h(BASIS)·Ý �� }çU�$h(SUBBASIS) 17(ii) ÅÒ#Q��� (a1; b1) � (
1; d2); (a2; b2) � (
2; d2) 2 Bü< &h� (x; y) 2 (a1; b1) � (
1; d2) \(a2; b2)� (
2; d2)\� �/K�a3 = maxfa1; a2g; b3 = minfb1; b2g; 
3 = maxf
1; 
2g; d3 = minfd1; d2g�� 
���� (a3; b3)� (
3; d3) 2 Bs���(x; y) 2 (a3; b3)� (
3; d3) � (a1; b1)� (
1; d2) \ (a2; b2)� (
2; d2)\�� ëß�7á¤��Ç��.(2) U\�� R2�©�_Æ ��:�x0A�©�s��� 
���. Äºo���H ��l� 3.2.11(1)\�"f l�$�B0 = f(x; y)� (z; w) j x < y; z < w; x; y; z; w 2 Rgs� R2�©�_Æ ��:�x0A�©� U\�� Òqt$í
�<Ê�̀� ����¤��.(i) ���$� B � B0s�Ù¼�� TB � TB0 = Us���.(ii) s�℄j &ñ
o� 3.2.9\�� s�6 x
�#� U � TBe���̀� ��s���: e��_Æ�� ÅÒ#Q��� (x; y) � (z; w) 2B0ü< (u; v) 2 (x; y)� (z; w)\� �/
�#�x < a < u < b < y; z < 
 < v < d < w��� Ä»o��º a; b; 
; d 2 Q\�� ×þ�
���� (a; b)� (
; d) 2 Bs���(u; v) 2 (a; b)� (
; d) � (x; y)� (z; w)\�� ëß�7á¤��Ç��. ÕªA�"f &ñ
o� 3.2.9\� _ÆK� U � TB0 � TBs���.����"f (i), (ii)\� _ÆK� TB = Us���.Nùý=� 3.2.7. B\�� 
��FG��Ç/BNçß� Rl_Æ l�$��� 
���. e��_Æ_Æ z�́�º x\� �/
�#� [x; x + 1)s� Rl_Æ\P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f x\�� �í�<Ê
�Ù¼�� x 2 Bx � [x; x+1)\�� ëß�7á¤
���H Bx 2 B�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#�x 6= ys���� Äºo���H x < y�� ½+É �º e����, x 2 Bxs�t�ëß� x =2 Bys�Ù¼�� Bx 6= Bys���. Õªo���fBx j x 2 Rg � Bs�Ù¼�� B_Æ >h�º��H R_Æ >h�º���� ú́§��. 7£¤, 
ard(R) � 
ard(B)s���. ����"f B��H q���íß�|9�½+Ës�#Q�� ��Ç��.Nùý=� 3.2.9. ()
ÀÓZO�) (R;T
 )s� ��íß�>h�� s�ÀÒ#Q��� l�$� B0�̀� °ú���H���� ��&ñ

���. Õª�Q���B = B0 � f?g�̧ (R;T
)_Æ ��íß�l�$�s���. Õª�Q��� �̧��H B 2 B(� T
)�� /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� B
�Ér ��íß�|9�½+Ës���. Õªo��� ½+Ë|9�½+Ë [B2BB
��H ��íß�>h_Æ ��íß�|9�½+Ë[þt_Æ ½+Ë|9�½+Ës�Ù¼�� ��íß�s���. Õªo��� Rs� q���íß�s�Ù¼�� \B2BB = R � ([B2BB
)�Ér q���íß�|9�½+Ës���. ����"f "f�� ��ǑÉr ¿º &h� p; q 2 \B2BBs� �>rF���Ç��.



18 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[e��Ç¼#� ��Ç &h� |9�½+Ë fqgs� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� fqg
�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� p 2 fqg
s���. Õª���X< B��l�$�s�Ù¼�� p 2 B0 � fqg
\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è B0 2 B�� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õª�Q���q =2 B0s� ÷&#Q �̧í�Hs���.Nùý=� 3.2.11. ���$� T� = \fT j B � T��� X�©�_Æ 0A�©�gs��� 
���.&ñ
o� 3.1.6\� _ÆK� T���H B\�� �í�<Ê
���H X�©�_Æ 0A�©�s���. Õªo��� &ñ
o� 3.2.3(2)\� _ÆK�TB��H B\�� �í�<Ê
���H þj�è_Æ 0A�©�s�Ù¼�� TB � T�s���.��Ç¼#� TB 2 fT j B � T��� X�©�_Æ 0A�©�gs�Ù¼�� T� � TBs���. ����"f TB = T�s���.Nùý=� 3.2.13. (i) ���$� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� a 2 Z\��/K� a = a+ 0p1 2 U1(a)s���.(ii) s�℄j x 2 Un(a) \ Um(b)�� 
���. Äºo���H n � ms��� ½+É �º e����. Õª�Q��� &h�{©���Çk; l 2 Zs��>rF�
�#� x = a+ kpn; x = b+ lpms���. Äºo���H x\�� �è��
�#� a = b+ (l � kpn�m)pme���̀� ·ú� �º e����.s�℄j Un(a) � Um(b)e���̀� ��s���: ëß���� y 2 Un(a)s���� &h�{©���Ç t 2 Z�� �>rF�
�#� y =a+ tpn�̀� ëß�7á¤��Ç��. ÕªA�"f y = b + (l � kpn�m + tpn�m)pmÜ¼�� ³ð�&³÷&Ù¼�� y 2 Um(b)s���.����"f x 2 Un(a) � Un(a) \ Um(b)s� �)a��.Nùý=� 3.2.15. ë�H℄j 3.2.14\� _ÆK� ��"î

���.Nùý=� 3.2.17. (i) |9�½+Ë X = fa; b; 
; dg\� �/
�#� S1 = ffag; fb; 
; dgg, S2 = ffa; bg; f
; dgg��H�̧¿º X�©�_Æ ÂÒì�rl�$�s���. Õª�Q�� �§|9�½+Ë S1 \ S2 = ?�Ér X�©�_Æ l�$��� ��m���.(ii) S1, S2\�� X�©�_Æ ÂÒì�rl�$��� 
���. Õªo��� S3 = S1 [ S2�� 
���. Õª�Q���[C2S3 C = ( [A2S1A) [ ( [B2S2B) = X [X = Xs�Ù¼�� S3 = S1 [ S2�̧ X�©�_Æ ÂÒì�rl�$��� �)a��.Nùý=� 3.2.19. (i) e��_Æ_Æ &h� x 2 R\� �/
�#� x 2 (x� 1;1) 2 Ss�Ù¼�� S��H |9�½+Ë R�©�_Æ l�$��� �)a��.(ii) s�℄j U\�� |9�½+Ë R�©�_Æ ��:�x0A�©�s��� 
���.���$� S � Us�Ù¼�� ë�H℄j 3.2.14\� _ÆK� TS � Us���.��Ç¼#� e��_Æ_Æ ¿º z�́�º a < b\� �/K� (a; b) = (a;1) \ (�1; b) 2 BSs�Ù¼��B00 = f(a; b) � R j a < b; a; b 2 Rg �BSs���. Õªo��� ��l� 3.2.5\� _ÆK� U = TB00 � TBS = TS



3.3 ��X�ÎáºH[e(METRIC SPACE) 19s���.����"f TS = Us���.Nùý=� 3.2.21. ���$� f1;0(x) = x, f�1;0(x) = �xs���. e��_Æ_Æ &h� p 2 R\� �/
�#� [p; p+ 1)ü<[�p;�p+1)s�Tl_Æ"é¶�ès�Ù¼�� f�11;0 ([p; p+1)) = [p; p+1)ü< f�1�1;0([�p;�p+1)) = (p�1; p℄��HS_Æ "é¶�ès���. ����"f fpg = (p� 1; p℄ \ [p; p+1) 2 BSs�Ù¼�� fpg 2 TSs���. ����"f TS��Hs�íß�0A�©�s���.3.3 ����<O[j́P(metri
 spa
e)Nùý=� 3.3.1. (X; d)\�� ��o�/BNçß�, A = fa1; : : : ; ang � Xs��� 
���. s�℄j e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h�x 2 A
\� �/
�#� r = minfd(x; ai) j i = 1; : : : ; ngs��� 
���� x 2 Bd(x; r) � A
s���. ����"fA
�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës���, A��H {���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 3.3.3. "f�� ��ǑÉr ¿º &h� (1; 2), (1; 3)\� �/
�#� d((1; 2); (1; 3)) = 0s�Ù¼�� d��H ��o��� ��m���.Nùý=� 3.3.5. (1) (�/Äº) ëß���� A\B 6= ?s���� x 2 A\B�� �>rF�
�#� 0 � d(A;B) � d(x; x) =0s�Ù¼�� d(A;B) = 0s���.(2) ��:�x��o�/BNçß� R_Æ ¿º ÂÒì�r|9�½+Ë A = (�2; 0), B = (0; 2)\�� ×þ�
���. Õª�Q��� A \ B =?s���. s�℄j d(A;B) = 0e���̀� ��s���. e��_Æ_Æ ������º n\� �/
�#� � 1n 2 A, 1n 2 Bs�Ù¼��0 � d(A;B) � d(� 1n ; 1n ) = 2ns� $í
wn���Ç��. ����"f d(A;B) = 0s���.(3) ��:�x��o�/BNçß� R_Æ ¿º ÂÒì�r|9�½+Ë A = [�2; 1℄, B = [0; 2℄\�� ×þ�
���. Õª�Q���diam(A) = 3; diam(B) = 2; diam(A [B) = diam([�2; 2℄) = 4s�Ù¼�� diam(A [ B) 6= diam(A) + diam(B)s���.(4) A � Bs�Ù¼�� fd(x; y) j x; y 2 Ag � fd(x; y) j x; y 2 Bgs���. ����"fdiam(A) = supfd(x; y) j x; y 2 Ag � supfd(x; y) j x; y 2 Bg = diam(B)s� $í
wn���Ç��.Nùý=� 3.3.7. (a))(b) ëß���� A�� Ä»>���� ÂÒì�r|9�½+Ës���� diam(A) = supfd(a; b) j a; b 2 Ag <r��� �ª��º r�� �>rF���Ç��. s�℄j e��_Æ_Æ ��Ç &h� p 2 A\�� ×þ�
���� A � Bd(p; r)s� $í
wn���Ç��.(b))(a) diam(Bd(x; r)) = 2rs�Ù¼�� diam(A) � diam(Bd(x; r)) = 2rs���. ����"f A��HÄ»>�|9�½+Ës���.



20 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[eNùý=� 3.3.9. (i) �̧��H i\� �/
�#� ai � 0s��� di(x; y) � 0s�Ù¼�� d(x; y) =Pni=1 aidi(x; y) �0s���.(ii) ëß���� x = ys���� �̧��H i\� �/K� di(x; y) = 0s�Ù¼�� d(x; y) = 0s� �)a��.%i�Ü¼�� d(x; y) = 0s��� 
���. Õªo��� ai�� 1lxr�\� 0s� ��m�Ù¼�� aj > 0s��� 
���. Õª�Q��� dj(x; y) = 0s� ÷&#Q�� 
�Ù¼�� x = ys���.(iii) �̧��H i\� �/K� di(x; y) = di(y; x)s�Ù¼�� d(x; y) = d(y; x)s���.(iv) ÅÒ#Q��� x; y; z 2 X\� �/K� di(x; z) � di(x; y) + di(y; z)s��� ai � 0s�Ù¼��d(x; z) = Pni=1 aidi(x; z)� Pni=1 aifdi(x; y) + di(y; z)g= Pni=1 aidi(x; y) +Pni=1 aidi(y; z)= d(x; y) + d(y; z)s� $í
wn���Ç��.Nùý=� 3.3.11.(1) d��H |9�½+Ë X�©�_Æ ��o��� H�d�̀� ��6£§õ� °ú s� ��{9� �º e����:(i) �̧��H di(x; y) � 0s�Ù¼�� d(x; y) � 0s� �)a��.(ii) ëß���� d(x; y) = 0s���� 0 � di(x; y) � d(x; y) = 0s�Ù¼�� di(x; y) = 0s���. ����"fx = ys���. %i�Ü¼�� ëß���� x = ys���� �̧��H di(x; y) = 0s�Ù¼�� d(x; y) = 0s���.(iii) �̧��H i\� �/K� di(x; y) = di(y; x)s�Ù¼��d(x; y) = maxfd1(x; y); : : : ; dn(x; y)g = maxfd1(y; x); : : : ; dn(y; x)g = d(y; x)s� $í
wn���Ç��.(iv) ÅÒ#Q��� x; y; z 2 X\� �/
�#� di(x; z) � di(x; y) + di(y; z)(8i)s�Ù¼��d(x; z) = maxfd1(x; z); : : : ; dn(x; z)g� maxfd1(x; y) + d1(y; z); : : : ; dn(x; y) + dn(y; z)g� maxfd1(x; y); : : : ; dn(x; y)g+maxfd1(y; z); : : : ; dn(y; z)g= d(x; y) + d(y; z)s���.(2) d1(x; y) = jx1 � y1j+ 2jx2 � y2j, d2(x; y) = 2jx1 � y1j+ jx2 � y2j�Ér |9�½+Ë R2�©�_Æ ��o��� H�d�̀� ~1�>� ��{9� �º e����.s�℄j d(x; y) = minfd1(x; y); d2(x; y)gs� |9�½+Ë R2�©�_Æ ��o��� ��_���̀� ��s���. [j&h�x = (1; 0), y = (1; 1), z = (0; 1) 2 R2\� �/
�#� d(x; y) = 1, d(y; z) = 1, d(x; z) = 3s�Ù¼�� ���y�� ÂÒ1pxd��s� $í
wn�
�t� ·ú§��H��.



3.3 ��X�ÎáºH[e(METRIC SPACE) 21Nùý=� 3.3.13. ���$� p = 1; 2��� �â
Äº ¿º ��o� d1õ� d2��H y��y�� Rn�©�_Æ ×þ�r���o�ü< ��:�x��o���H�d�̀� ����̧
���.¼#�_Æ�©� &h� x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn\� �/K�kxkp = pvuut nXi=1 jxijp = ( nXi=1 jxijp) 1ps��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ ¿º &h� x; y 2 Rn\� �/K� ��6£§õ� °ú �Ér Minkowski ÂÒ1pxd��kx+ ykp � kxkp + kykps� $í
wn���Ç��. Õªo��� ¿º &h� x; y 2 Rn\� �/K� dp(x; y) = kx� ykps���.(1) ���$� dp�� |9�½+Ë Rn�©�_Æ ��o��� H�d�̀� ��s���. s�\�� 0AK� x; y; z 2 Rs��� 
���.(i) dp(x; y) � 0e���Ér ��"î

���.(ii) dp(x; y) = 0 , Pni=1 jxi � yijp = 0, jxi � yij = 0 8i, xi = yi 8i, x = y(iii) �̧��H i = 1; 2; : : : ; n\� �/K� jxi � yij = jyi � xijs�Ù¼�� dp(x; y) = dp(y; x)s���.(iv) Minkowski ÂÒ1pxd��\� _ÆK�d(x; z) = kx� zkp = k(x� y) + (y � z)kp� kx� ykp + ky � zkp = dp(x; y) + dp(y; z)s� $í
wn���Ç��.(2) s�℄j ��o� dp�� ��:�x0A�©� U\�� Òqt$í
�<Ê�̀� ��s���. s�\�� 0AK� e��_Æ_Æ p 2 N, x =(x1; : : : ; xn) 2 Rü< 0 < r 2 Rs� ÅÒ#Q&������ 
���.Å℄Æ��
 1. Bdp(x; r) � �ni=1(xi � r; xi + r)s���.(Û��s�) ��6£§õ� °ú s� ��{9� �º e����.y 2 Bdp(x; r) ) kx� ykp = (Pni=1 jxi � yijp) 1p < r) Pni=1 jxi � yijp < rp) jxi � yijp < rp 8i = 1; : : : ; n) jxi � yij < r 8i = 1; : : : ; n) x1 � r < yi < xi + r 8i = 1; : : : ; n) y 2 �ni=1(xi � r; xi + r):



22 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[eÅ℄Æ��
 2. Bdp(x; r) � Bdp+1(x; r)s���.(Û��s�) ��6£§õ� °ú s� ��{9� �º e����.y 2 Bdp(x; r) ) kx� ykp = (Pni=1 jxi � yijp) 1p < r) Pni=1 jxi � yijp < rp) Pni=1 jxi � yijp+1 <Pni=1 rjxi � yijp (*$í
|9� 1)= rPni=1 jxi � yijp < r � rp = rp+1) kx� ykp+1 = (Pni=1 jxi � yijp+1) 1p+1 < r) y 2 Bdp+1(x; r):Å℄Æ��
 3. �̧��H p\� �/K� Tdp = Td1s���.(Û��s�) $í
|9� 2\� _ÆK� e��_Æ_Æ x 2 Rnü< " > 0\� �/K� Bd1(x; ") � Bdp(x; ")s�Ù¼�� Tdp �Td1s���($í
|9� 3.3.16).%i�Ü¼�� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� x 2 Rnü< " > 0\� �/K� Æ = "2ns��� 
���� �ni=1[xi � Æ; xi + Æ℄ �Bd1(x; ")s� �)a��. Õªo��� $í
|9� 1\� _ÆK�Bdp(x; Æ) � �ni=1[xi � Æ; xi + Æ℄ � Bd1(x; ")s���. ����"f Td1 � Tdps���($í
|9� 3.3.16).:£¤Z>�y� p = 2��� �â
Äº, d2�� |9�½+Ë Rn�©�_Æ ��:�x(Ä»9þto�×¼)��o�s�Ù¼�� Td2��H ��:�x0A�©�Us���. ����"f �̧��H p\� �/K� Tdp = Td1 = Td2 = Us���.3.4 �­të�<O[j́P(subspa
e)Nùý=� 3.4.1. &ñ
_Æ\� _ÆK� TY = fY \ U j U 2 T g = f?; Y; f
; dggs���.Nùý=� 3.4.3. X\�� |9�½+Ës��� 
��� A � Xs��� 
���.(1) ���$� #�Ä»��Ç/BNçß� (X;Tf )_Æ ÂÒì�r/BNçß� (A;TA)\�� Òqty��
���.(i) ëß���� V 2 TAs���� V = U \ A\�� ëß�7á¤
���H U 2 Tf�� �>rF���Ç��. Õª���X< U = ? s����� U
 = X �Us� Ä»��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� V = ?\A = ? s����� A� V = A \ (X �U)s�Ä»��Ç|9�½+Ës� �)a��.(ii) %i�Ü¼�� ���$� V � A\� �/K� V = ?��� �â
Äº��H U = ? 2 Tf�� �>rF�
�#� V = ? =? \ A = U \ As�Ù¼�� V 2 TAs���. Õªo��� V � A\� �/K� A� V�� Ä»��Ç|9�½+Ë��� �â
Äº��H U = A
 [ V = (X �A) [ V\�� Òqty��
���. Õª�Q��� U 
 = X �U = A� V�� Ä»��Ç|9�½+Ës� ÷&#Q U 2 Tfs���, U \ A = V\�� ëß�7á¤
�Ù¼�� V 2 TAs���.(iii) ����"f TA = fV � A j A � Vs� Ä»��Ç|9�½+Ëg [ f?gs�Ù¼�� A�©�_Æ ÂÒì�r/BNçß�0A�©�TA��H |9�½+Ë A�©�_Æ #�Ä»��Ç0A�©�õ� °ú ��.



3.4 �� }çÎáºH[e(SUBSPACE) 23(2) s�℄j #���íß�/BNçß� (X;T
)_Æ ÂÒì�r/BNçß� (A;TA)\�� Òqty��
���.(i) ëß���� V 2 TAs���� V = U \A\�� ëß�7á¤
���H U 2 T
�� �>rF���Ç��. Õª���X< U = ? s����� U
 = X � Us� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� V = ? \ A = ? s����� A � V = A \ (X � U)s���íß�|9�½+Ës� �)a��.(ii) %i�Ü¼�� ���$� V � A\� �/K� V = ?��� �â
Äº��H U = ? 2 T
�� �>rF�
�#� V = ? =? \ A = U \ As�Ù¼�� V 2 TAs���. Õªo��� V � A\� �/K� A� V�� ��íß�|9�½+Ë��� �â
Äº��H U = A
 [ V = (X �A) [ V\�� Òqty��
���. Õª�Q��� U
 = X �U = A� V�� ��íß�|9�½+Ës� ÷&#Q U 2 T
s���, U \A = V\�� ëß�7á¤
�Ù¼�� V 2 TAs���.(iii) ����"f TA = fV � A j A� V��H ��íß�|9�½+Ëg [ f?gs�Ù¼�� A�©�_Æ ÂÒì�r/BNçß�0A�©� TA��H |9�½+Ë A�©�_Æ #���íß�0A�©�õ� °ú ��.Nùý=� 3.4.5. (1) (i) &ñ
_Æ\� _ÆK� ? 2 T �s���. Õªo��� X 2 Ts�Ù¼�� X� = X [ fpg 2 T �s���. (ii) V� 2 T �(� 2 �)�� 
���. ���$� �̧��H � 2 �\� �/K� V� = ?��� �â
Äº��H [�2�V� = ?s�Ù¼�� [�2�V� 2 T �s���. Õªo��� V� 6= ?��� � 2 ��� �>rF�
���H �â
Äº��H�1 = f� 2 � j V� 6= ?gs��� 
���. Õª�Q��� y��y��_Æ � 2 �1\� �/K� V� = U� [ fpg��� U� 2 T �� �>rF�
�#�[�2�V� = [�2�1V� = ([�2�1U�) [ fpgs��� [�2�1U� 2 Ts�Ù¼�� [�2�V� 2 T �s���.(iii) V1; : : : ; Vn 2 T ��� 
���. ���$� Vi = ?��� i�� �>rF�
���H �â
Äº��H \ni+1Vi = ?s�Ù¼��\ni+1Vi 2 T �s���.Õªo��� �̧��H i\��/K� Vi 6= ?����â
Äº\���Hy��y��_Æ i\��/K� Vi = Ui[fpg���Ui 2 T �� �>rF�
�#� \ni=1Vi = (\ni=1Ui) [ fpgs��� \ni=1Ui 2 Ts�Ù¼�� \ni=1Vi 2 T �s���.����"f T ���H X��©�_Æ 0A�©�s���.(2) A � X�� ÅÒ#Q&���� 
���.ëß���� A�� X�_Æ {���2³|9�½+Ës���� X��A 2 T �s���. Õªo��� X� �A 6= ?s�Ù¼�� X��A =U[fpg���U 2 T���>rF���Ç��.Õª���X< (X�A)[fpg = X��A = U[fpgs���X�A; U � X(7£¤(X �A) \ fpg = ?, (X �A) \ fpg = ?)s�Ù¼�� X �A = Us���. ����"f A = X �U��H X_Æ{���2³|9�½+Ës���.%i�Ü¼�� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� X �A 2 Ts�Ù¼�� (X �A) [ fpg 2 T �s���. Õª���X< (X �A) [ fpg = X� �As�Ù¼�� X� �A 2 T ��� ÷&#Q A��H X�_Æ {���2³|9�½+Ës���.



24 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[e(3) TX = fX \ V j V 2 T �gs��� 
���. Äºo���H TX = Te���̀� ��s���� �)a��.���$� ëß���� U 2 TXs���� U = X \ V��� V 2 T ��� �>rF���Ç��. ���$� V = ?��� �â
Äº��HU = X \? = ?s�Ù¼�� U 2 Ts���. Õªo��� V 6= ?��� �â
Äº\���H &h�{©���Ç W 2 T�� �>rF�
�#�V =W [ fpgs�Ù¼�� U = X \ V = X \ (W [ fpg) =W 2 Ts���. ����"f TX � Ts���.%i�Ü¼�� ëß���� U 2 T s���� V = U [ fpg 2 T �s�Ù¼�� U = X \ V 2 TXs���. ����"fT � TXs���.Nùý=� 3.4.7. T 0 � Ts�Ù¼�� ��"î

�>�T 0Y = fY \ U j U 2 T 0g � fY \ U j U 2 T g = TYs���. ����"f TY��H T 0Y ���� [jx9�
���.Nùý=� 3.4.9. Äºo���H A � = A �f?g�� ��íß�e���̀� ��s���� �)a��. ¼#�_Æ�©� A � = fU� j � 2 �gs��� 
���. y��y��_Æ � 2 �\� �/K� x� 2 U�\�� ëß�7á¤
���H Ä»o��º x� 2 Q\�� 
���m�� ×þ�
���. Õªo��� �<Ê�º f : � ! Q, f(�) = x�\�� Òqty��
���. Õª�Q��� fU� j � 2 �g�� �©����� "f���ès�Ù¼��f��H éß���s���. Õªo��� Qs� ��íß�s�Ù¼�� ��̧ ��íß�|9�½+Ës���. ����"f A ��� ��íß�s�Ù¼�� A �̧��íß�s���.Nùý=� 3.4.11. (i) ���$� (R2 ;T1)_Æ ÂÒì�r/BNçß� L�©�_Æ 0A�©� T1L�̀� ���$� Òqty��
���. $í
|9� 3.4.9\�_ÆK� T1L_Æ l�$���H B1L = fL\B j B 2 B1gs��� L\B��H ÕªaË> 3.1(a)%�!3� ³ð�&³�)a��. ����"f ��l� 3.2.12\�"fü< °ú s� L�©�_Æ ÂÒì�r/BNçß�0A�©��Ér |9�½+Ë R�©�_Æ 
��FG��Ç0A�©�õ� °ú �Ér +þAI�s���.
(a) b(b)ÕªaË> 3.1: L_Æ l�$�(ii) s�℄j (R2 ;T2)_Æ ÂÒì�r/BNçß� L�©�_Æ 0A�©� T2L�̀� Òqty��
���. $í
|9� 3.4.9\� _ÆK� T2L_Æl�$���H B2L = fL \ B j B 2 B2gs���. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� (x;�x) 2 L\� �/
�#� B =[x; x + 1) � [�x;�x + 1) 2 B2�� �>rF�
�#� ÕªaË> 3.1(b)%�!3� f(x;�x)g = L \ Bs� ÷&Ù¼��f(x;�x)g��H ÂÒì�r/BNçß� L_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� �)a��. ����"f ÂÒì�r/BNçß� L�Ér s�íß�/BNçß�s���.



3.5 �� }çÎáºH[e(SUBSPACE) 25Nùý=� 3.4.13. (1) (a))(b) &ñ
_Æ 3.4.1\� _ÆK� ��"î

���.(b))(a) A\U��H A_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës��� A�� X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��&ñ
o� 3.4.8\�_ÆK� A\U��HX_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� B \ U�̧ X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f(A \ U) [ (B \ U) = (A [B) \ U = X \ U = U�̧ X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(2) (a))(b) &ñ
_Æ 3.4.1\� _ÆK� ��"î

���.(b))(a) A \ U��H A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� A � (A \ U)��H A_Æ {���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#� A��X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� &ñ
o� 3.4.8\� _ÆK� A � (A \ U)��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��B � (B \ U)�̧ X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f [A� (A \ U)℄ [ [B � (B \ U)℄��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo���[A� (A \ U)℄ [ [B � (B \ U)℄ = [A \ (A \ U)
℄ [ [B \ (B \ U)
℄= [A \ (A
 [ U
)℄ [ [B \ (B
 [ U 
)℄= [(A \A
) [ (A \ U
)℄ [ [(B \ B
) [ (B \ U 
)℄= (A \ U 
) [ (B \ U 
)= (A [B) \ U 
 = X \ U
 = U 
s�Ù¼�� U��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.
Nùý=� 3.4.15. (1) ëß���� B�� X1 [ X2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� B = U \ (X1 [X2)\�� ëß�7á¤
���H X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. s��Q��Ç U\� �/
�#� B \X1 = U \X1, B \X2 = U \X2s� $í
wn�
�Ù¼�� B \X1�Ér X1_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� B \X2��H X2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(2) X = Rs��� 
��� X1 = [�2; 0℄, X2 = (0; 2℄�� 
���. Õªo��� B = (�1; 0℄s��� 
���. Õª�Q��� B\X1 = (�1; 0℄ = X1\(�1; 1)s�Ù¼�� B1\X1�Ér X1_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Õªo��� B\X2 =?s�Ù¼�� B \X2��H X2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë�̧ �)a��. Õª�Q�� B = (�1; 0℄��H X1 [X2 = [�2; 2℄_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë�Ér ��m���.(3) (1)_Æ Û��s�ü< q�5pw
�>� ��s���� �)a��. ½̈�̂&h�Ü¼�� (1)_Æ Û��s� õ�&ñ
\�"f \\P�Ǒ2;"�̀� \{���2³"Ü¼�� ��Ë̈��� �)a��.(4) X = Rs��� 
��� X1 = [�2; 0℄, X2 = (0; 2℄�� 
���. Õªo��� B = (0; 1℄s��� 
���. Õª�Q��� B\X1 = ?s�Ù¼�� B\X1�Ér X1_Æ{���2³|9�½+Ës���.Õªo��� B\X2 = (0; 1℄ = X2\ [�1; 1℄s�Ù¼�� B1 \ X��H X2_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª�Q�� B = (0; 1℄�Ér X1 [ X2 = [�2; 2℄_Æ {���2³|9�½+Ës���m���.



26 =� 3 �Ék ëâ�ÉkÎáºH[e3.5 uæ�"Xö�9FV(order topology)yNùý=� 3.5.1. ëß���� í�H"f/BNçß� (X;�)s� s�íß�/BNçß�s��� ��&ñ

���� ��Ç &h� |9�½+Ë f0gs� (X;�)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ÷&#Q�� ��Ç��. Õª�QÙ¼�� 0 2 [0; 1k ) � f0g�̀� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è [0; 1k )s� �>rF���Ç��. #�l�"f 0s� (X;�)_Æ þj�è"é¶e���̀� �©�l�
���. Õª���X< [0; 1k )s� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� �̧í�Hs���.����"f í�H"f/BNçß� (X;�)�Ér s�íß�/BNçß�s� ��m���.Nùý=� 3.5.3. (1)õ� (3)�Ér s�íß�/BNçß�s���, (2)ü< (4)��H s�íß�/BNçß�s� ��m���.Nùý=� 3.5.5. X�� ���í�H"f|9�½+Ës�Ù¼�� Äºo���H x � y�� ½+É �º e����.���$� x � a � y��� a 2 X�� �>rF�
���H �â
Äº\���HU = (�1; a) = fz 2 X j z � ag; V = (a;1) = fz 2 X j z � ag�� ×þ�
���� �)a��.Õªo��� x � a � y��� a 2 X�� �>rF�
�t� ·ú§��H �â
Äº\���HU = (�1; y) = fz 2 X j z � yg; V = (x;1) = fz 2 X j z � xg�� ×þ�
���� �)a��. ������� U = (�1; x℄s��� V = [y;1)s���.
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4.1 2
Àm¼õ©óÂ®"�»Î 61�­Nùý=� 4.1.1. (1) &h� 2 2 A = [�2;�1) [ (1; 2℄\� �/K� 2 2 (2� r; 2 + r) � A\�� ëß�7á¤
���H �ª��ºrs� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� 2��H A_Æ ?/ÂÒ&h�s� ��m���. ����"f A��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.(2) ��"î

�>� B = (�3;�2) [ (2; 3)�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(3) &h� 1 2 C\� �/
�#� 1 2 (1 � r; 1 + r) � C\�� ëß�7á¤
���H �ª��º rs� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼��1��H C_Æ ?/ÂÒ&h�s� ��m���. ����"f C��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.(4) &h� 1 2 D\� �/
�#� 1 2 (1 � r; 1 + r) � D\�� ëß�7á¤
���H �ª��º rs� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼��1��H D_Æ ?/ÂÒ&h�s� ��m���. ����"f D��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.(5) &h� 0 2 E = R �f 1n j n 2 Z�f0gg\��/
�#� 0 2 (�r; r) � E\�� ëß�7á¤
���H �ª��º rs� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� 0��H E_Æ ?/ÂÒ&h�s� ��m���. ����"f E��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.Nùý=� 4.1.3. n = 1; 2; 3; : : :\� �/K� Uns� (X;T
)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���.���$� /BN|9�½+Ë��� Uns� �>rF�
���H �â
Äº\���H \1n=1Un = ?s� ÷&#Q \1n=1Un��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.s�℄j �̧��H Uns� /BN|9�½+Ës� ����� �â
Äº\�� Òqty��
���. s� �â
Äº �̧��H U 
n�Ér ��íß�|9�½+Ës� �)a��.Õª�QÙ¼�� (\1n=1Un)
 = [1n=1U 
n�Ér ��íß�>h_Æ ��íß�|9�½+Ë[þt_Æ ½+Ë|9�½+Ës�Ù¼�� ��íß�|9�½+Ës���. ����"f \1n=1Un�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Nùý=� 4.1.5. (1) R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U = (0; 1)� Rs� �>rF�
�#� A = U \Hs� ÷&Ù¼�� A��H H_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(2) R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U = (0; 1) � (�1; 1)s� �>rF�
�#� V = U \Hs� ÷&Ù¼�� V = (0; 1) �[0; 1)��H H_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.����"f V � intH(B)s���.Õªo��� �̧��H&h� (x; y) 2 B�Vs� B_Æ?/ÂÒ&h�s� ��m�Ù¼�� intH(B) = V = (0; 1)� [0; 1)s���.27
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�̀×�7 (3) ��"î

�>� intR2(B) = (0; 1)� (0; 1)s���.(4) intR2(B) \H = (0; 1)� (0; 1) 6= (0; 1)� [0; 1) = intH(B)s���.4.2 5FQw¼õ©óÂ®"�»Î AS}�Nùý=� 4.2.1.(1) ���$� X�� ��íß�|9�½+Ës���� T
��H s�íß�0A�©�s�Ù¼�� X_Æ �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ë A��H \P�Ǒ2;|9�½+Ë���1lxr�\� {���2³|9�½+Ës���. ����"f AÆ = As��� A = As���. ��Ç¼#� e��_Æ_Æ &h� x 2 X\� �/K�fxg��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� A \ fxg � fxg = ?s�Ù¼�� x =2 A0s���. ����"f A0 = ?s���.(2) s�℄j X\�� q���íß�|9�½+Ës��� 
���.(a) A � X�� ��íß�|9�½+Ë��� �â
Äº:(i) AÆ��H AÆ � A��� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� (AÆ)
 � A
s���. Õª���X< A�� ��íß�|9�½+Ës��� X�� q���íß�|9�½+Ës�Ù¼�� A
�Ér q���íß�|9�½+Ës���. ����"f (AÆ)
�̧ q���íß�|9�½+Ës�Ù¼�� AÆ = ?s� ÷&#Q�� ��Ç��.(ii) e��_Æ_Æ&h� x 2 X\��/
�#� A�fxg��H��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� U = (A�fxg)
��H x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õª���X<(U \A)� fxg = U \ (A� fxg) = ?s�Ù¼�� x =2 A0s���. ����"f A0 = ?s���.(iii) A = A [ A0s�Ù¼�� A = As���.(b) A � X��q���íß�|9�½+Ë����â
Äº:e��_Æ_Æ&h� x 2 X\��/
�#�ëß���� U�� x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós���� U 6= ?s�Ù¼�� U
�Ér ��íß�|9�½+Ës���. Õªo��� U \A = A�U 
s�Ù¼�� U \A�Érq���íß�|9�½+Ës��� U \ A � fxg 6= ?s���. ����"f x 2 A0s���. Äºo���H x\�� e��_Æ��×þ�
�%i�Ü¼Ù¼�� A0 = Xs���.��Ç¼#� A = A [ A0s�Ù¼�� A = Xs���.(
) A
s� q���íß�|9�½+Ë��� �â
Äº: AÆ��H AÆ � A��� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� (AÆ)
 � A
s���. Õª���X< A
s� q���íß�|9�½+Ës�Ù¼�� (AÆ)
�̧ q���íß�|9�½+Ës���. ����"f AÆ = ?s� ÷&#Q�� ��Ç��.(d) A
s� ��íß�|9�½+Ë��� �â
Äº: A
s� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� A��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f AÆ =As���.



4.2 ��fú

�̀×�7 °� AM�  29Nùý=� 4.2.3. $í
|9� 4.2.35 ����̧.(1) ëß���� A�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� A = AÆs���. Õª�QÙ¼�� �A = A � AÆ = A � As���. %i�Ü¼��ëß���� �A = A� As���� A� AÆ = �A = A� As��� AÆ; A � As�Ù¼�� AÆ = As���. ����"f A��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(2) (1)\� _Æ
�#� $í
wn���Ç��.(3) ���$� �A = ?s���� A�AÆ = �A = ?s�Ù¼�� A � AÆs���.Õª�QÙ¼�� A � A � AÆ � A��$í
wn�
�#� AÆ = A = As� $í
wn���Ç��. ����"f A��H \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ës���.%i�Ü¼�� A�� \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ës���� AÆ = A = As���. ����"f �A = A �AÆ = A�A = ?s���.(4) $í
|9� 4.2.18(5)\� _Æ
�#� $í
wn���Ç��.Nùý=� 4.2.5. ëß���� A \ U = ?s���� A � U 
s��� U 
s� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� $í
|9� 4.2.9\� _ÆK�A � U
s���. ����"f A \ U
 = ?s���.Nùý=� 4.2.7. 
lA(B) = A \ 
lX(B)s�Ù¼�� 
lA(B) � 
lX(B)s���. Õªo��� 
lA(B)��H A_Æ {���2³|9�½+Ës��� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� 
lA(B)��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< 
lX(B)s� B\�� �í�<Ê
���H ���©� ����Ér X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� 
lX(B) � 
lA(B)s���. ����"f 
lA(B) = 
lX(B)s���.Nùý=� 4.2.9. AÆ��H A\� �í�<Ê÷&��H ���©� 	�H \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� AÆ = fa; bgs���. Õªo��� e(A) =(A
)Æs��� A
 = fd; egs�Ù¼�� e(A) = (A
)Æ = ?s���. ��t�}��Ü¼�� �A = X � [AÆ [ e(A)℄ =f
; d; egs���.Nùý=� 4.2.11. ÕªaË>�̀� Õª�9 Òqty��K� ����� ~1���.(1) A = f(x; y) j xy > 0g�� R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� AÆ = As���. Õªo���A = f(x; y) j xy � 0g;e(A) = (A
)Æ = (A)
 = f(x; y) j xy < 0g;�(A) = A�AÆ = f(x; y) j xy = 0gs���.(2) B = f(x; y) j 1 � x2 + y2 < 2g\� �/
�#�BÆ = f(x; y) j 1 < x2 + y2 < 2g;B = f(x; y) j 1 � x2 + y2 � 2g;e(B) = (B)
 = f(x; y) j x2 + y2 < 1g [ f(x; y) j x2 + y2 > 2g;�(B) = B �BÆ = f(x; y) j x2 + y2 = 1g [ f(x; y) j x2 + y2 = 2g



30 =� 4 �Ék _*Õð
Ó�̀×�7 °� ��fú

�̀×�7 s���.(3) C = f(x; sin 1x ) j 0 < x 2 Rg\� �/
�#�CÆ = ?;C = C [ (f0g � [�1; 1℄);e(C) = (C)
;�(C) = C � CÆ = C = C [ (f0g � [�1; 1℄)s���.(4) D = f(r; s) j r; s 2 Qg\� �/
�#�DÆ = ?;D = R2 ;e(D) = (D)
 = ?;�(D) = D �DÆ = R2s���.(5) E = f(x; 0) j 0 < x � 1g = (0; 1℄� f0g\� �/
�#�EÆ = ?;E = [0; 1℄� f0g;e(E) = (E)
 = R2 � ([0; 1℄� f0g);�(E) = E �EÆ = [0; 1℄� f0gs���.(6) F = f( 1n ; 0) j n 2 Ng\� �/
�#�F Æ = ?;F = F [ f(0; 0)g;e(F ) = (F )
 = R2 � F ;�(F ) = F � F Æ = F [ f(0; 0)gs���.



4.2 ��fú

�̀×�7 °� AM�  31(7) G = f(1� 1n ; 12 ) j n 2 Ng\� �/
�#�GÆ = ?;G = G [ f(1; 12 )g;e(G) = (G)
 = R2 �G;�(G) = G�GÆ = G [ f(1; 12 )gs���.Nùý=� 4.2.13. A0 = f( 1m ; 0) j m 2 Ng [ f(0; 1n ) j n 2 Ng [ f(0; 0)gs���.Nùý=� 4.2.15. (a)|9�½+Ë fa+ 1n j n 2 Ng_Æ �FG��Ç&h�s� a÷�rs�Ù¼��|9�½+ËA = f 1m+ 1n j m;n 2 Ng_Æ�̧|9�½+Ë�Ér A0 = f 1m j m 2 Ng [ f0gs���.(b) sinnn ! 0s�Ù¼�� B = f sinnn j n 2 Ng_Æ �̧|9�½+Ë�Ér B0 = f0gs���.Nùý=� 4.2.17.(1) (i) &ñ
_Æ\� _ÆK� R 2 T s���, 0 =2 ?s�Ù¼�� ? 2 Ts���.(ii) U� 2 T (� 2 �)�� 
���. ���$� U� = R��� U��� �>rF�
���H �â
Äº��H [�2�U� = R 2Ts���. s�℄j �̧��H � 2 �\� �/K� U� 6= Rs��� 
���. Õª�Q��� 0 =2 U�(8� 2 �)s�Ù¼��0 =2 [�2�U�s���. ����"f [�2�U� 2 Ts���.(iii) U; V 2 T��
���.���$� 0 =2 U ¢̧��H 0 =2 V����â
Äº��H 0 =2 U\Vs�Ù¼�� U\V 2 Ts���. Õªo��� 0 2 Us��� 0 2 V��� �â
Äº��H U = V = Rs�Ù¼�� U \ V = R 2 Ts���.����"f T��H |9�½+Ë R�©�_Æ 0A�©�s���.(2) 0 =2 A = (1; 2)s�Ù¼�� A��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f AÆ = A = (1; 2)s���. ��Ç¼#� /BN|9�½+Ës������ {���2³|9�½+Ë�Ér 0�̀� �í�<Ê
�#��� 
�Ù¼�� A = f0g [ (1; 2)s���.s�℄j �̧|9�½+Ë A0�̀� ½̈K�����.ëß���� x 6= 0s���� fxg��H x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós��� A\fxg�fxg =?s�Ù¼�� x =2 A0s���.Õªo��� 0_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó�Ér R ÷�rs��� A\R�f0g 6= ?s�Ù¼�� 0 2 A0s���. ����"f A0 = f0gs���.(3) Rs� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ë�Ér 0�̀� �í�<Ê
�t� ·ú§���� 
�Ù¼�� |9�½+Ë B = (�1; 1)_Æ ?/ÂÒ BÆ =(�1; 0) [ (0; 1)s���. Õªo��� 0 2 B = (�1; 1)s�Ù¼�� B��H {���2³|9�½+Ës���. ����"f B =B = (�1; 1)s���.s�℄j �̧|9�½+Ë B0�̀� ½̈K�����. ëß���� x 6= 0s���� fxg��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� B \ fxg �fxg = ?s�Ù¼�� x =2 B0s���. Õªo��� 0_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó�Ér R ÷�rs��� B \ R � f0g 6= ?s�Ù¼�� 0 2 B0s���. ����"f B0 = f0gs���.
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�̀×�7 Nùý=� 4.2.19. (1) (�) ���$� x 2 B0As��� 
���. Õª�Q��� &ñ
_Æ\� _ÆK� x 2 As���. s�℄j x 2B0Xe���̀� ��s���� �)a��. U\�� x\�� �í�<Ê
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� U \ A��H x\�� �í�<Ê
���H A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� x 2 B0As�Ù¼�� B \ (U \ A) � fxg 6= ?s���. Õª���X<B \ (U \A)� fxg � B \ U � fxgs�Ù¼�� B \ U � fxg 6= ?s���. ����"f x 2 B0Xs���.(�) s�℄j x 2 B0X \ As��� 
���. Õªo��� V\�� x\�� �í�<Ê
���H A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���.Õª�Q��� V = A \ U��� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF�
�#� x 2 Us���. Õªo��� x 2 B0Xs�Ù¼��B\U�fxg 6= ?s���.Õª���X< B � As�Ù¼�� B\V �fxg = B\(A\U)�fxg = B\U�fxg 6=?s���. ����"f x 2 B0As���.(2) &ñ
_Æ\� _ÆK� bdyA(B) � As���.Õªo��� $í
|9� 4.1.9(1)õ� $í
|9� 4.2.18(1)\� _ÆK� intA(B) � intX(B), 
lA(B) � 
lX(B)s�Ù¼�� bdyA(B) = 
lA(b)� intA(B) � 
lX(B)� intX(B) = bdyX(B)s���. ����"f bdyA(B) � bdyX(B) \ As���.Nùý=� 4.2.21. e��_Æ_Æ &h� a 2 A\� �/
�#� a =2 A0s�Ù¼�� Ua \ A = fag��� a_Æ \P�Ǒ2;��H~½ÓUa�� �>rF���Ç��. s�℄j W = Sa2AUas��� 
���� A � Ws���. Õªo��� $í
|9� 2.2.22\� _ÆK�fUa j a 2 Ag_Æ ��íß� ÂÒì�r�̧e�� fUan j n 2 Ngs� �>rF�
�#� W = S1n=1 Uans���. Õªo���A �Ws�Ù¼��A = A \W = A \ ( 1[n=1Uan) = 1[n=1(A \ Uan) = 1[n=1fang = fan j n 2 Ngs���. ����"f A��H ��íß�|9�½+Ës���.Nùý=� 4.2.23. ¿º &h� s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ë X�©�_Æ s�íß���o� d(x; y) = 8<:0; x = y1; x 6= y \�� Òqty��
���. Õª�Q��� X��H s�íß�/BNçß�s���. Õªo��� a 2 X�� 
���.(1) Bd(a; 1) = fx 2 X j d(a; x) < 1g = fags���, X�� s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� fag��H {���2³|9�½+Ës���. ����"f Bd(a; 1) = fag = fags���. Õª���X< fx 2 X j d(a; x) � 1g = Xs�Ù¼��Bd(a; 1) 6= fx 2 X j d(a; x) � 1gs���.(2) Bd(a; 1) = fags���, X�� s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� (Bd(a; 1))Æ = (fag)Æ = fags��� Bd(a; 1) =fag = fags���. ����"f�Bd(a; 1) = Bd(a; 1)� (Bd(a; 1))Æ = fag � fag = ?s���. Õª���X< fx 2 X j d(a; x) = 1g = X � fags�Ù¼�� �Bd(a; 1) 6= fx 2 X j d(a; x) =1gs���.
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�̀×�7 °� AM�  33Nùý=� 4.2.25.(1) ���$� t = r� s�� 
���. ëß���� x 2 Bd(a; s)s���� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Bd(x; t)\� �/K� Bd(a; s)\Bd(x; t) 6= ?s� ÷&#Q &h� y 2 Bd(a; s) \ Bd(x; t)�� �>rF���Ç��. Õª�Q���d(a; x) � d(a; y) + d(y; x) < s+ t = s+ (r � s) = rs� ÷&#Q x 2 Bd(a; r)s���. ����"f Bd(a; s) � Bd(a; r)s���.(2) (�/Äº) d(a; x) > s�� ��&ñ

���, r = d(a; x) � s > 0�� 
���. ���$� Äºo���H Bd(a; s) \Bd(x; r) = ?e���̀���s���:ëß���� Bd(a; s)\Bd(x; r) 6= ?s�����&ñ

����&h� y 2 Bd(a; s)\Bd(x; r)s� �>rF���Ç��. Õª�Q���d(a; x) � d(a; y) + d(y; x) < s+ r = s+ (d(a; x) � s) = d(a; x)s� ÷&#Q �̧í�Hs���.����"f Bd(x; r)�Ér x_Æ \P�Ǒ2;��H~½ÓÜ¼��"f Bd(a; s) \ Bd(x; r) = ?s�Ù¼�� x =2 Bd(a; s)s���.(3) (�) x =2 A ) 9r > 0 s: t: Bd(x; r) \ A = ?) 8a 2 A; d(x; a) � r) d(x;A) = inffd(x; a) j a 2 Ag � r > 0) d(x;A) 6= 0) x =2 fx 2 X j d(x;A) = 0g(�) x =2 fx 2 X j d(x;A) = 0g ) r := d(x; y) > 0) 8a 2 A; d(x; a) � d(x;A) = r > 0) 8a 2 A; a =2 Bd(x; r)) Bd(x; r) \A = ?) x =2 ANùý=� 4.2.27.(1) (i) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� n 2 X\� �/K� n 2 Bns���.(ii) k 2 Bn \ Bms��� 
���. Õª�Q��� k��H n_Æ ����ºs�Ù¼�� Bk � Bns���. Õªo��� k��Hm_Æ ����º�̧ ÷&Ù¼�� Bk � Bns���. ����"f k 2 Bk � Bn \ Bms���.(2) ()
ÀÓZO�) U = f2; 4; 6; 7g�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� ��&ñ

���. Õª�Q��� 6 2 Us�Ù¼�� 6 2 Bn �U��� Bns� �>rF�
�#��� ��Ç��. ÕªA�"f ns� 6_Æ C��ºs�Ù¼�� 3�Ér n_Æ ����ºs���. ����"f3 2 Bns��� 3 =2 Us�Ù¼�� �̧í�Hs���. Õª�QÙ¼�� U��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.



34 =� 4 �Ék _*Õð
Ó�̀×�7 °� ��fú

�̀×�7 (3) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� �è�º p 2 P\� �/K� Bp = fpgs�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë fpg��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.����"f P = [p2P fpg��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(4) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� n 2 Xõ� n_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\� �/K� n 2 Bk � U\�� ëß�7á¤
���H Bk�� �>rF���Ç��. Õªo��� k_Æ �è����º ì�rK�\�� p"11 p"12 � � � p"ll �� 
���. éß�, #�l�"f "i � 1s���. Õª�Q��� p1; p2; : : : ; pl 2 Bks�Ù¼�� U \ P 6= ?s���. Õª�QÙ¼�� n 2 Ps���. ����"f P = Xs���.(5) A = fnk j k 2 Ngs��� 
���. s�℄j fng = Ae���̀� ��s���.���$� m 2 fngs���� Bms� m_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� Bm \fng 6= ?s�÷&#Q n 2 Bms���. ÕªA�"f m�Ér n_Æ C��ºs�Ù¼�� m 2 As���.ëß���� m =2 fngs���� U \ fng = ?�̀� ëß�7á¤
���H m_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF���Ç��. Õªo���T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� m 2 Bk � U�̀� ëß�7á¤
���H Bk�� �>rF�
���, k��H m_Æ C��ºs���. ÕªA�"f Bm � Bks�Ù¼�� Bm \ fng = ?s���. ����"f n =2 Bms�Ù¼�� m�Ér n_Æ C��º�� ��m���. Õª�QÙ¼�� m =2 As���.����"f fng = A = fnk j k 2 Ngs���.Nùý=� 4.2.29.(1) �A = A�AÆs�Ù¼�� �A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës��� ����"f �A = �As���.(2) ���$� A�� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A = As���. Õªo��� A � As�Ù¼�� AÆ � AÆs���. ����"f�(A) = A�AÆ = A�AÆ � A�AÆ = �(A)s���.(3) (1)\� _ÆK� �(�A) = �A� (�A)Æ � �A = �As� $í
wn���Ç��.(4) $í
|9� 4.1.9, $í
|9� 4.2.18, $í
|9� 4.2.35ü< (1)\� _ÆK�(�(�A))Æ = (�A \ (�A)
)Æ = (�A \ ((�A)Æ)
)Æ= (�A)Æ \ (((�A)Æ)
)Æ � (�A)Æ \ ((�A)Æ)
 = ?s�Ù¼�� (�(�A))Æ = ?s���.(5) (1)ü< (3)\� _ÆK� �(�(�A)) = �(�A)� (�(�A))Æ = �(�A)�? = �(�A)s���.(6) ���$� (AÆ)
s� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� (AÆ)
 = (AÆ)
s���. ����"f �(AÆ) = AÆ \ (AÆ)
 =AÆ \ (AÆ)
 � A \ (AÆ)
 = A \ A
 = �As���.
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�̀×�7 °� AM�  35(7) x =2 �A [ �Bs��� 
���. Õª�Q��� x =2 �As��� x =2 �Bs���. Õªo���x =2 �A , x 2 AÆ ¢̧��H x 2 e(A)x =2 �B , x 2 BÆ ¢̧��H x 2 e(B)e���̀� �©�l�
���.(i) ���$� x 2 AÆs��� x 2 BÆ��� �â
Äº: x 2 AÆs�Ù¼�� x 2 U � A\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+ËU���>rF�
�#� x 2 U � A[B\��ëß�7á¤��Ç��.����"f x 2 (A[B)Æs�Ù¼�� x =2 �(A[B)s���.(ii) x 2 AÆs��� x 2 e(B)��� �â
Äº: x 2 AÆs�Ù¼�� x 2 U � A\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U���>rF�
�#� x 2 U � A [ B\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f x 2 (A [ B)Æs�Ù¼�� x =2 �(A [ B)s���.(iii) x 2 e(A)s��� x 2 BÆ��� �â
Äº: x 2 BÆs�Ù¼�� x 2 V � B\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+ËV���>rF�
�#� x 2 V � A[B\�� ëß�7á¤��Ç��.����"f x 2 (A[B)Æs�Ù¼�� x =2 �(A[B)s���.(iv) x 2 e(A)s��� x 2 e(B)��� �â
Äº: ���$� x 2 e(A) = (A
)Æs�Ù¼�� x 2 U � A
\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. Õªo��� x 2 e(B) = (A
)s�Ù¼�� x 2 V � B
\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë V�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� W = U \ V��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½ÓÜ¼��"fx 2W = U \ V � A
 \ B
 = (A [B)
s�Ù¼�� x 2 e(A [B)�� ÷&#Q x =2 �(A [ B)s���.����"f �(A [B) � �A [ �Bs���.(8) X = R\�� Ä»9þto�×¼ /BNçß�s��� 
���.(��l� 1) A = [1; 2℄, B = [0; 3℄s��� 
���. Õª�Q��� A � Bs���. 
�t�ëß� �(A) = A �AÆ = [1; 2℄ � (1; 2) = f1; 2gs���, �(B) = B � BÆ = [0; 3℄ � (0; 3) = f0; 3gs�Ù¼���(A) * �(B)s���.(��l� 2) A = Q, B = Rs��� 
���. Õª�Q��� A � Bs���. 
�t�ëß� �(A) = Q \ Q
 =R \ R = Rs���, �(B) = R \? = R \? = ?s�Ù¼�� �(A) * �(B)s���.(��l� 3) A = [0; 1℄ \ Q, B = [0; 1℄s��� 
���. Õª�Q��� A � Bs���. 
�t�ëß� �(A) =A\A
 = [0; 1℄\R = [0; 1℄s���, �(B) = B \B
 = [0; 1℄\ ((�1; 0℄[ [1;1)) = f0; 1gs�Ù¼�� �(A) * �(B)s���.Nùý=� 4.2.31. B = fBngn2J�̀� X_Æ ��íß�l�$��� 
���. éß�, #�l�"f J��H ��íß�|9�
�s���. Äºo���H �̧��H Bns� /BN|9�½+Ës� ��m��� ��&ñ
 ½+É �º e����. (�=��
���� B�� l�$�s���� B � f?g�̧ l�$��� �)a��.) y��y��_Æ n 2 J\� �/
�#� ��Ç &h� xn 2 Bn�̀� ×þ�
�#� A = fxn j n 2 Jg�Ér X_Æ ��íß� ÂÒì�r|9�½+Ës���. s�℄j A�� X_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ëe���̀� ��s���. e��_Æ_Æ &h� x 2 Xü< x_Æ e��
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�̀×�7 _Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\� �/
�#� x 2 Bn � U\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è Bn 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo��� xn 2 Bn \ A � U \ As�Ù¼�� U \ A 6= ?s���. ÕªA�"f x 2 As���. ����"f A = Xs���.Nùý=� 4.2.33. ���$� A \ D = ?��� �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ë D�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q���A � D
s�Ù¼�� AÆ � (D
)Æ = (D)
 = X
 = ?s� ÷&#Q AÆ = ?s���.%i�Ü¼�� AÆ = ?s��� ��&ñ

���. Õª�Q��� A
 = (AÆ)
 = ?
 = Xs�Ù¼�� A
��H �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës��� A \ A
 = ?s���.Nùý=� 4.2.35. (1) x 2 U�� 
���. e��_Æ_Æ x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V\� �/
�#� U \ V �̧ x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós� �)a��. Õªo��� x 2 X = As�Ù¼�� A \ (U \ V ) 6= ?s���. ����"f (A \ U) \ V 6= ?s�Ù¼��x 2 A \ Us���. Õª�QÙ¼�� U � A \ Us���.(2) (1)\� _ÆK� U � A \ Us�Ù¼�� U � A \ Us� $í
wn���Ç��. %i�Ü¼�� A \ U � Us�Ù¼��A \ U � Us� $í
wn���Ç��. ����"f U = A \ Us���.Nùý=� 4.2.37. ���$� A = 
lX (A), B = 
lX(B)e���̀� Ä»_Æ
���.(a))(b) ëß���� A�� ÂÒì�r/BNçß� B_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës���� 
lB(A) = Bs���. Õªo��� B =
lB(A) = B \ 
lX(A)s�Ù¼�� B � 
lX(A) = As���.(b))(a) ëß���� B � As����
lB(A) = B \ 
lX(A) = B \ A = Bs�Ù¼�� A��H ÂÒì�r/BNçß� B_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës���.Nùý=� 4.2.39.(1) ëß���� A � Bs���� B = A [ (B � A)s�Ù¼�� (iii)\� _ÆK� �(B) = �(A [ (B � A)) =�(A) [ �(B �A)s���. ����"f �(A) � �(B)s���.(2) (t1)���$� (i)\�_ÆK� �(?
) � ?
 = Xs���.Õªo��� �(?
) 2 P(X)s�Ù¼�� �(?
) � X =?
s���. ����"f �(?
) = ?
s� ÷&#Q ? 2 Tks���.��Ç¼#� (iv)\� _ÆK� �(X
) = �(?) = ? = X
s�Ù¼�� X 2 T�s���.(t2)ÅÒ#Q��� U� 2 T�(� 2 �)\��/K�W = [�2�U�s���
���.���$� (i)\�_ÆK� �(W 
) �W 
s���. Õªo��� �̧��H � 2 �\� �/K� W 
 � U 
�s�Ù¼�� (1)\� _ÆK� �(W 
) � �(U 
�) =U
� (8� 2 �)s���. ����"f�(W 
) � \�2�U
� = ([�2�U�)
 =W 
s���. Õª�QÙ¼�� �(W 
) =W 
s� ÷&#Q W 2 T�s���.



4.3 �¢_*Õ4É �¢'úÖǑ[Ù°� Îå³U[�,ǑÖ 37(t3) U; V 2 T�s���� (iii)\� _ÆK��((U \ V )
) = �(U 
 [ V 
) = �(U 
) [ �(V 
) = U
 [ V 
 = (U \ V )
s�Ù¼�� U \ V 2 T�s���.(3) A\�� X_Æ ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. (ii)\� _ÆK� �(�(A)) = �(A)s�Ù¼�� �(A)
 2 T�s� ÷&#Q�(A)��H (X;T�)_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� ëß���� C�� A � C � X��� (X;T�)_Æ {���2³|9�½+Ës���� �(C) = Cs���, �(A) � �(C) = Cs���. ����"f �(A)��H A\�� �í�<Ê
���H ���©�����Ér {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� 
lT�(A) = �(A)s���.(4) ëß���� U 2 T s���� U
��H (X;T )_Æ {���2³|9�½+Ës���. ÕªA�"f �(U
) = 
lT (U
) = U
s�Ù¼�� U 2 T�s���.%i�Ü¼�� ëß���� U 2 T�s���� �(U 
) = U 
s�Ù¼�� 
lT (U
) = �(U 
) = U
s���. ÕªA�"fU
s� (X;T )_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� U 2 Ts���.(5) (ii)\� _ÆK� �̧��H A � X\� �/K� �(A)��H (X;T�)_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< ��� �½Ó1px�<Ê�ºs�Ù¼�� �(A) = As���. Õª�QÙ¼�� �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ës� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ës� \P�Ǒ2;|9�½+Ës� �)a��. ����"f T���H s�íß�0A�©�s���.Nùý=� 4.2.41.(1) (b1) e��_Æ_Æ z�́�º x 2 R\� �/K� (x � 1;1) 2 Bs� �>rF�
�#� x 2 (x � 1;1)�̀� ëß�7á¤��Ç��.(b2) x 2 (a;1) \ (b;1)s��� 
���. Õªo��� 
 = maxfa; bgs��� 
���� x 2 (
;1) �(a;1) \ (b;1)s��� (
;1) 2 Bs���.(2) &ñ
_Æ\�_ÆK� Ar = (�1; r℄s���.Õªo��� (a;1) � Ar�̀�ëß�7á¤
���Hl�$�_Æ"é¶�è (a;1) 2B�� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� (Ar)Æ = ?s���.4.3 Ǒ̈2
ÀÂÔ Ǒ̈ÞîÁÞ¶Ä»Î <STẃ�àíÁNùý=� 4.3.1. ��l� 4.3.4\� _Æ
�#� �º\P� xn = 1n�Ér �̧��H z�́�º�� �º§4���Ç��.Nùý=� 4.3.3. (ÅÒ�©�) xn ! a , 9n0 s: t: xn0 = xn0+1 = xn0+2 = � � � = a :���$� xn ! a�� 
���. fags� a_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼��9n0 s: t: n � n0 ) xn 2 fags���. s��Q��Ç n0\� �/K� xn0 = xn0+1 = xn0+2 = � � � = as���.
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�̀×�7 %i�Ü¼�� xn0 = xn0+1 = xn0+2 = � � � = as��� 
���. s�℄j e��_Æ_Æ a_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\� �/
�#� n � n0 ) xn = a 2 Us�Ù¼�� xn ! as���.Nùý=� 4.3.5. (1) e��_Æ_Æ 0_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\� �/
�#� 0 2 [a; b) � U��� l�$�_Æ "é¶�è [a; b)�� �>rF�
�#� a � 0 < bs���. s�℄j 12m < b��� ����º 2m�̀� ×þ�
���� (�1)2m2m = 12m 2 A \ [a; b)� f0g �A \ U � f0gs�Ù¼�� A \ U � f0g 6= ?s���. ����"f 0 2 A0s���.(2) [0; 1)�Ér 0_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�t�ëß�,�n0 s: t: n � n0 ) (�1)nn 2 [0; 1)s�Ù¼�� (�1)nn 9 0s���.Nùý=� 4.3.7. ���$� fxngs� A�©�\�"f &h� x�� �º§4���Ç���� ��&ñ

���. ëß���� U�� x\�� �í�<Ê
���HX_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� A \ U��H x\�� �í�<Ê
���H A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ��&ñ
\� _ÆK�n � m) xn 2 A \ U�̀� ëß�7á¤
���H ������º ms� �>rF���Ç��. Õªo��� A \ U � Us�Ù¼�� s��Q��Ç m\� �/K�n � m) xn 2 Us���. ����"f fxngs� X�©�\�"f &h� x�� �º§4���Ç��.%i�Ü¼�� fxngs� X�©�\�"f &h� x�� �º§4���Ç�� ��&ñ

���. ëß���� V�� x\�� �í�<Ê
���H A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� V = A \ U��� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� U�� x\�� �í�<Ê
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� ��&ñ
\� _ÆK� n � m) xn 2 U�̀� ëß�7á¤
���H ������º ms� �>rF���Ç��. Õª���X< xn 2 A(8n)s�Ù¼��n > m) xn 2 A \ U = Vs���. ����"f fxngs� A�©�\�"f &h� x�� �º§4���Ç��.
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5.1 �¾õB����9FV(
ontinuous map)Nùý=� 5.1.1. ��&ñ
\� _ÆK� e��_Æ_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë A � X\� �/
�#� :£¤$í
�<Ê�º�A : X ! R; �A(x) = 8<:1; x 2 A0; x 2 A
��H���5Åqs���. Õªo��� (0; 2)�� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� A = ��1A ((0; 2))��H X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f �̧��H X_Æ ÂÒì�r|9�½+Ës� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� X��H s�íß�/BNçß�s���.Nùý=� 5.1.3. ()
ÀÓZO�) �©��º���©�s� ����� ���5Åq���©� f : X ! Rs� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� f(X)��H ¿º &h�s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ës�Ù¼�� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� a; b 2 f(X)�� �>rF���Ç��.Äºo���H{9�ìøÍ$í
�̀� {9�t�·ú§�� a < b��½+É �º e����.Õªo��� a < 
 < b���z�́�º 
 2 R�̀� ×þ�
���. Õª�Q��� (�1; 
)ü< (
;1)s� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f�1((�1; 
))ü< f�1((
;1))��H /BN|9�½+Ës� ����� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þts���. ����"f [f�1((�1; 
))℄
ü< [f�1((
;1))℄
�Ér Ä»��Ç|9�½+Ës���. Õª���X<[f�1((
;1))℄
 [ [f�1((�1; 
))℄
 = f�1((
;1)
) [ f�1((�1; 
)
)= f�1((�1; 
℄) [ f�1([
;1))= f�1((�1; 
℄ [ [
;1))= f�1(R) = Xs�Ù¼�� X��H Ä»��Ç|9�½+Ës���. s���H X�� Áº��Ç|9�½+Ës�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.����"f ���5Åq���©� f : (X;Tf )! R��H �©��º���©� ÷�rs���.Nùý=� 5.1.5. (a))(b) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� �ª�_Æ z�́�º "\� �/
�#� Bd(h(p); ")s� h(p)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� (a)\� _ÆK� h�� &h� p\�"f ���5Åqs�Ù¼�� p 2 U � h�1(Bd(h(p); "))\�� ëß�7á¤
�39



40 =� 5 �Ék ��ÓÔÁæ���Ék��H p_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF���Ç��. s�℄j U�� �̧|	� (b)\�� ëß�7á¤�<Ê�̀� ��s���: ëß���� x 2 Us����x 2 h�1(Bd(h(p); "))s�Ù¼�� h(x) 2 Bd(h(p); ")s� ÷&#Q d(h(x); h(p)) < "s���.(b))(a) h(p)_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V\� �/
�#� h(p) 2 B(h(p); ") � V\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æz�́�º "s� �>rF���Ç��. Õª�Q��� (b)\� _ÆK�x 2 U ) d(h(x); h(p)) < "�̀� ëß�7á¤
���H p_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF���Ç��.s�℄j U � h�1(V )e���̀���s���:ëß���� x 2 Us���� d(h(x); h(p)) < "s�Ù¼�� h(x) 2 Bd(h(p); ")� Vs� ÷&#Q x 2 h�1(V )s���.Nùý=� 5.1.7. �½Ó1px���©� k : R ! R, k(x) = x�� ���5Åqs�Ù¼�� ë�H℄j 5.1.6\� _ÆK� ���½Ó�<Ê�ºf(x) = a0 + a1x+ a2x2 + � � �+ anxn = a0 + a1k(x) + a2k(x)k(x) + � � �+ ank(x) � � � k(x)�̧ ���5Åqs���.Nùý=� 5.1.9. )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�#� f�� �©��º���©�e���̀� ��s���: ëß���� �©��º���©�s� ����� ���5Åq���©�f : R ! Rl���>rF���Ç������&ñ

���.Õª�Q��� f_Æ�©�(image) f(R)�Ér ¿º&h�s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q���|9�½+Ës���. s�℄j "f�� ��ǑÉr ¿º &h� a; b 2 f(R)\�� ×þ�
���. Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t� ·ú§�� a < b��½+É �º e����. Õª�Q��� [a; b)��H Rl_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� f�� ���5Åqs�Ù¼��f�1([a; b))�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#� a; b 2 f(R)s�Ù¼�� f�1([a; b))�Ér?�̧ ��m��� R�̧ ��m���. s���H $í
|9� 2.2.15\� �̧í�Hs���. ����"f ���5Åq���©� f : R ! Rl�Ér �©��º���©� ÷�rs���.Nùý=� 5.1.11. (1) f0gs� R_Æ {���2³|9�½+Ës��� g�� ���5Åqs�Ù¼�� g�1(f0g)�Ér X_Æ {���2³|9�½+Ës���.����"f g�1(f0g) = fx 2 X j g(x) = 0g��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���.(2) f; g�� ���5Åqs�Ù¼�� ë�H℄j 5.1.6\� _ÆK� h = g � f : X ! R, h(x) = g(x) � f(x) =g(x) + (�1)f(x)�̧ ���5Åqs���. Õªo��� [0;1)s� R_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� h�1([0;1)) = fx 2 X jf(x) � g(x)g��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���.(3) f; g�� ���5Åqs�Ù¼�� ë�H℄j 5.1.6\� _ÆK� h = g � f : X ! R, h(x) = g(x) � f(x)�̧ ���5Åqs���. Õªo��� (0;1)s� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� h�1((0;1)) = fx 2 X j f(x) < g(x)g��H X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(4) ë�H℄j 5.1.6\� _ÆK� h : R ! R, h(x) = f(x) � x��H ���5Åqs���. Õªo��� f0gs� R_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� g�1(f0g) = fx 2 R j f(x) = xg��H R_Æ {���2³|9�½+Ës���.(5)|9�½+Ë X = fx; y; zg\�0A�©� T = f?; fxg; fy; zg; Xg\��ÅÒ��.Õª�Q����©��º���©� f : X !X , f(x) = f(y) = f(z) = y�Ér ���5Åqs���. Õª���X< ��&ñ
&h� |9�½+Ë fx 2 X j f(x) = xg = fyg��HX_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���.



5.1 ��ÓÔÁæ���Ék(CONTINUOUS MAP) 41Nùý=� 5.1.13. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� x 2 Xü< �ª�_Æ z�́�º " > 0\� �/
�#� Æ = "��� 
���. Õª�Q���dX (x; y) < Æ ) dY (f(x); f(y)) < �dX(x; y) < �Æ = � "� = "s���. ����"f &ñ
o� 5.1.21\� _ÆK� f��H ���5Åqs���.Nùý=� 5.1.15. (1) ���½Ó�<Ê�º h : R2 ! R, h(x; y) = x��H ���5Åqs���. Õª�QÙ¼�� h_Æ »¡¤�è���©�f : X ! R�̧ ���5Åqs���.(2) ���$� y��y��_Æ ������º n\� �/K� xn = 1(2n+ 12 )�s��� 
���. Õª�Q��� limn!1xn = 0s�t�ëß�,limn!1g(xn) = limn!1(xn; 1) = (0; 1) 6= (0; 0) = g(0)s�Ù¼�� g��H &h� x = 0\�"f ���5Åqs� ��m���. ����"f g��H ���5Åq���©�s� ��m���.Nùý=� 5.1.17. f = f jA [ f jBs�Ù¼�� ·¡­e�� ���̧&ñ
o�\� _ÆK� f��H ���5Åqs���.Nùý=� 5.1.19. V = ( 12 ; 32 )��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß� f�1(V ) = (� 12 ; 12 ) [ [1;q32 )�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���. ����"f f��H ���5Åqs� ��m���.Nùý=� 5.1.21. (i) ���$� f�� &h� x = 0\�"f ���5Åqe���̀� ��s���. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� �ª�_Æ z�́�º "\� �/
�#� Æ = "s��� 
����jx� 0j < Æ ) jf(x)� f(0)j = jf(x)� 0j � jx� 0j < Æ = "\�� ëß�7á¤
�Ù¼�� f��H &h� x = 0\�"f ���5Åqs���.(ii) s�℄j &h� x 6= 0\�"f f�� ���5Åqs� ��_���̀� ��s���. ÅÒ#Q��� x\� �/
�#� " = jxj2 > 0s��� 
���. Õªo��� e��_Æ_Æ �ª�_Æ z�́�º Æ\� �/
�#� r = minfÆ; jxj2 gs��� 
���. Õª�Q��� p; q 2(x� r; x+ r)��� p 2 Qü< q 2 Q
�� �>rF���Ç��.� x 2 Q��� �â
Äº : jq � xj < r � Æs�t�ëß�, jf(q)� f(x)j = j0� xj = jxj > jxj2 = "s���.� x 2 Q
��� �â
Äº : jp� xj < r � Æs�t�ëß�, jf(p)� f(x)j = jp� 0j = jpj > jxj2 = "s���.����"f ÅÒ#Q��� &h� x 6= 0ü< " = jxj2 > 0\� �/
�#�jy � xj < Æ ) jf(y)� f(x)j < "�̀� ëß�7á¤
���H �ª��º Æ�� �>rF�
�t� ·ú§��H��.Nùý=� 5.1.23. ë�H℄j 5.1.22\� _ÆK� Äºo���HTY = fV � Y j '�1(V ) � R \P�Ǒ2;|9�½+Ëg



42 =� 5 �Ék ��ÓÔÁæ���Ék\�� ¹1ÔÜ¼��� �)a��.(i) ���$� '�1(fag) = (2;1), '�1(f
g) = (�1; 2)��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� fag; f
g 2 TYs���. Õª�Q�� '�1(fbg) = f2g, '�1(fdg) = (�1;�1℄��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� fbg; fdg =2TYs���.(ii) '�1(fa; 
g) = (�1; 2) [ (2;1), '�1(f
; dg) = (�1; 2)��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��fa; 
g; f
; dg 2 TYs���.(iii) '�1(fa; b; 
g) = (�1;1), '�1(fa; 
; dg) = (�1; 2) [ (2;1)�̧ R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��fa; b; 
g; fa; 
; dg 2 TYs���.(iv) '�1(fa; b; 
; dg) = Rs� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� fa; b; 
; dg 2 TYs���.(v) :£¤Z>�y� '�1(feg) = ?, '�1(ffg) = ?, '�1(fe; fg) = ?��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��feg; ffg; fe; fg 2 TYs���.(vi) ����"f TY = f ?; feg; ffg; fe; fg;fag; fa; eg; fa; fg; fa; e; fg;f
g; f
; eg; f
; fg; f
; e; fg;fa; 
g; fa; 
; dg; fa; 
; eg; fa; 
; fg; fa; 
; e; fg;f
; dg; f
; d; eg; f
; d; fg; f
; d; e; fg;fa; b; 
g; fa; b; 
; eg; fa; b; 
; fg; fa; b; 
; e; fg;fa; b; 
; dg; fa; b; 
; d; eg; fa; b; 
; d; fg; Y gs���.Nùý=� 5.1.25. (1) T 0�Ér |9�½+Ë X�©�_Æ 0A�©�s� �)a��:(i) ?, Y 2 Ts�Ù¼�� ? = f�1(?), X = f�1(Y ) 2 T 0s���.(ii) ëß���� V� 2 T 0(� 2 �)s���� �̧��H �\� �/K� V� = f�1(U�)\�� ëß�7á¤
���H U� 2 T�� �>rF���Ç��. Õªo��� [�2�U� 2 T s�Ù¼��[�2�V� = [�2�f�1(U�) = f�1([�2�U�) 2 T 0s���.(iii) ëß���� V1; : : : ; Vn 2 T 0s���� Vi = f�1(Ui)\�� ëß�7á¤
���H Ui 2 T�� �>rF���Ç��. Õªo���\ni=1Ui 2 T s�Ù¼�� \ni=1Vi = \ni=1f�1(Ui) = f�1(\ni=1Ui) 2 T 0s���.(2) f : (X;T 0)! (Y;T )s� ���5Åqs���: e��_Æ_Æ U 2 T\� �/
�#� f�1(U) 2 T 0s�Ù¼�� f��H���5Åqs���.(3) s�℄jþj�è$í
�̀���s���. |9�½+Ë X�©�_Æ0A�©� T 00\��/
�#� f : (X;T 00)! (Y;T )�� ���5Åq



5.1 ��ÓÔÁæ���Ék(CONTINUOUS MAP) 43s��� 
���. ëß���� V 2 T 0s���� T 0_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� V = f�1(U)\�� ëß�7á¤
���H U 2 T�� �>rF���Ç��.Õªo��� f : (X;T 00)! (Y;T )�����5Åqs�Ù¼�� V = f�1(U) 2 T 00s���.����"f T 0 � T 00s���. Õª�QÙ¼�� T 0�Ér f�� ���5Åqs� ÷&>� 
���H |9�½+Ë X�©�_Æ ���©� ����Ér 0A�©�s���.Nùý=� 5.1.27. ���$� �½Ó1px���©� id : (X;T1) ! (X;T2)s� ���5Åqs��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ U 2T2\� �/K� id�1(U) 2 T1s���, id�1(U) = Us�Ù¼�� U 2 T1s���. ����"f T2 � T1s���.%i�Ü¼�� T2 � T1s��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ U 2 T2\� �/
�#� id�1(U) = U 2 T1s�Ù¼���½Ó1px���©� id : (X;T1)! (X;T2)�Ér ���5Åqs���.Nùý=� 5.1.29. (1) f��H &h� a\�"f ���5Åqe���̀� ��s���: f(a) = b_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V\� �/
�#�a 2 f�1(V )s���. Õªo��� a_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó fags� �>rF�
�#� a 2 fag � f�1(V )\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f f��H &h� a\�"f ���5Åqs���.(2) s�℄j f�� &h� 
\�"f ���5Åqs� ��_���̀� ��s���: f(
) = b_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó fbg\� �/
�#� 
 2U � f�1(fbg) = fa; 
g�̀� ëß�7á¤
���H 
_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f f��H &h� 
\�"f ���5Åqs� ��m���.Nùý=� 5.1.31. (1) (i) X;X
 2 Ts�Ù¼�� X 2 B�s���. ����"f [B2B�B = Xs���.(ii) e��_Æ_Æ B1, B2 2 B�ü< x 2 B1 \B2\� �/
�#� B1, B
1, B2, B
2 2 Ts�Ù¼�� B1 \B2 2Ts��� (B1\B2)
 = B
1[B
2 2 Ts���.����"f B3 = B1\B2 2 B�s��� x 2 B3 = B1\B2 �B1 \ B2\�� ëß�7á¤��Ç��.����"f B���H |9�½+Ë X�©�_Æ l�$�s���.(2) F�� (X;T�)_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� F 
�Ér (X;T�)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� p 2 F 
s�Ù¼�� p 2 B � F 
�̀� ëß�7á¤
���H B 2 B��� �>rF���Ç��. B�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� B
 2 B�s���. ����"fB, B
 2 T�s�Ù¼�� B, B
�Ér (X;T�)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. s�℄j �<Ê�º f : (X;T�)! R\��f(x) = 8<:0; x 2 B1; x =2 BÜ¼�� &ñ
_Æ 
���. Õª�Q��� p 2 Bs�Ù¼�� f(p) = 0s���, F � B
s�Ù¼�� f(F ) = 1s���. s�℄j f�����5Åqe���̀� ��s���. e��_Æ_Æ R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U\� �/
�#�f�1(U) = 8>>>>>><>>>>>>:?; 0; 1 =2 UB; 0 2 U; 1 =2 UB
; 0 =2 U; 1 2 UX; 0; 1 2 Us��� B, B
 2 T�s�Ù¼�� f�1(U)�Ér (X;T�)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f f��H ���5Åqs���.



44 =� 5 �Ék ��ÓÔÁæ���ÉkNùý=� 5.1.33. (1) (~½ÓZO� 1) A\�� ��o�/BNçß� X = (X; d)_Æ �º»¡¤s��� 
���. Õª�Q��� �º»¡¤���©�r : X ! As� �>rF���Ç��. s�℄j A�� X_Æ {���2³|9�½+Ëe���̀� ��s���. ëß���� x 2 As���� y��y��_Æ ������º n 2 N\� �/K� Bd(x; 1n ) \ A 6= ?s�Ù¼�� &h� an 2 Bd(x; 1n ) \ As� �>rF���Ç��. Õªo���an ! xs��� rs� ���5Åqs�Ù¼�� l��í&ñ
o� 5.1.28\� _ÆK� r(an)! r(x)s���. Õª���X< an 2 As�Ù¼�� r(an) = ans� ÷&#Q an ! r(x)s���. ����� 4.3.9\� _ÆK� ��o�/BNçß��©�_Æ �º§4�
���H �º\P��Ér Ä»{9���Ç �FG��Ç�̀� ��t�Ù¼�� x = r(x) 2 As���. ����"f A � As�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���.(~½ÓZO� 2) A\�� ��o�/BNçß� X = (X; d)_Æ �º»¡¤s��� 
���. Õª�Q��� �º»¡¤���©� r : X ! As� �>rF���Ç��. s�℄j A�� X_Æ {���2³|9�½+Ëe���̀� )
ÀÓZO��̀� s�6 x
�#� ��s���. ëß���� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m����� ��&ñ

���� A 6= As���. ����"f &h� x 2 A � A�� �>rF�
���, r(x) 6= xs���. s�℄j r = d(x; r(x))s��� 
���� U = Bd(x; r2 ), V = Bd(r(x); r2 )��H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� r�1(V )s� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� U� = U \ r�1(V )�̧ x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� r(U�) � V ,U� \ V = ?s���. Õª���X< x 2 As�Ù¼�� &h� a 2 U� \ A�� �>rF�
�#� a = r(a) 2 r(U�) � Vs�÷&#Q a 2 U� \ Vs���. s���H U� \ V = ?\� �̧í�Hs���.(2) ()
ÀÓZO�) ¿º &h� |9�½+Ë A = fp; qg�� R_Æ �º»¡¤s��� ��&ñ

���. Õªo��� r : R ! A�̀� �º»¡¤���©�s��� 
���. �̧��H a 2 A\� �/K� r(a) = as�Ù¼�� r�Ér �������� ���5Åq���©�s���. ��Ç¼#� fpg,fqg�� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� C = r�1(fpg), D = r�1(fqg)��H R_Æ {���2³|9�½+ËÜ¼��"fC 6= ?; D 6= ?; C \D = ?; C [D = R\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ë��� C(6= ?;R)�� �>rF���Ç��. s���H $í
|9� 2.2.15\� �̧í�Hs���.(3) ()
ÀÓZO�) ¿º &h� |9�½+Ë A = fp;qg�� R2_Æ �º»¡¤s��� ��&ñ

���. Õªo��� r : R2 ! A�̀� �º»¡¤���©�s��� 
���. s�℄j ¿º &h� p, q�̀� e±	��H f������̀� Ls��� 
���. 7£¤L = ftp+ (1� t)q 2 R2 j t 2 Rgs���. Õª�Q��� R2_Æ ÂÒì�r/BNçß� L\� �/K� »¡¤�è���©� rjL : L ! A�̧ �º»¡¤���©�s� ÷&#Q, A��H L_Æ�º»¡¤s���. ��Ç¼#� p = (a; b)ü< q = (
; d)�� "f�� ��ǑÉr &h�s�Ù¼�� Äºo���H a 6= 
 ¢̧��H b 6= ds���.Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t�·ú§�� a 6= 
�� ½+É �º e����. Õªo��� f����� L_Æ ~½Ó&ñ
d���̀� y = mx+ ns���
��� �1 : R2 ! R, �1(x; y) = x\�� ��%ò
���©�s��� 
���. Õª�Q��� ���5Åq���©�f : R ! L! A! fa; 
g; x 7! (x;mx+ n) 7! r(x; y) 7! �1(r(x; y))�� f(a) = a, f(
) = 
s�Ù¼�� f��H �º»¡¤���©�s���. ����"f ¿º &h� |9�½+Ë fa; 
gs� R_Æ �º»¡¤s���.s���H (2)\� �̧í�Hs���.(4) ���5Åq���©� r : R2 � f0g ! S1, r(x) = xkxks� �º»¡¤���©�s���. ����"f S1�Ér R2 � f0g_Æ�º»¡¤s���.(5) ëß���� �º»¡¤���©� f : R2 ! S1s� �>rF�
���� �º»¡¤���©� r = f jD2 : D2 ! S1s� �>rF���Ç��.
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o� 17.5.4\� �̧í�Hs���. ����"f S1�Ér R2_Æ �º»¡¤s� ��m���.Nùý=� 5.1.35. (a))(b) ëß���� S 2 Ss���� S��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� (a)\� _ÆK� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(S)��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(b))(a) e��_Æ_Æ Y_Æl�$�_Æ "é¶�è B\��/
�#� B = S1\ � � � \Sn�̀� ëß�7á¤
���H ÂÒì�rl�$�_Æ"é¶�è S1; : : : ; Sn 2 Ss� �>rF���Ç��. Õªo��� (b)\� _ÆK� �̧��H f�1(Si)s� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��f�1(B) = f�1(S1) \ � � � \ f�1(Sn)�̧ X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f $í
|9� 5.1.6\� _ÆK� f��H ���5Åqs���.5.2 ö�9FV>µ�åAû��9FV(homeomorphism)Nùý=� 5.2.1. ��6£§õ� °ú �Ér 16>hs���.x a b 
 d e fh1(x) a b 
 d e fh2(x) a b 
 d f eh3(x) a b d 
 e fh4(x) a b d 
 f eh5(x) b a 
 d e fh6(x) b a 
 d f eh7(x) b a d 
 e fh8(x) b a d 
 f eh9(x) 
 d a b e fh10(x) 
 d a b f eh11(x) 
 d b a e fh12(x) 
 d b a f eh13(x) d 
 a b e fh14(x) d 
 a b f eh15(x) d 
 b a e fh16(x) d 
 b a f eNùý=� 5.2.3. d�\�� R2�©�_Æ ��:�x��o��� 
���. s�℄j f : R2 ! C\�� f(x; y) = x+ yi�� &ñ
_Æ
���.Õª�Q��� f��H %i��<Ê�º f�1(x+ yi) = (x; y)s� �>rF�
�Ù¼�� ���éß���s���. s�℄j f�� 0A�©�1lx+þA���©�e���̀� ��s���.���$� e��_Æ_Æ &h� x+ yi 2 Cü< �ª��º "\� �/
�#� f�1(Bd(x+ yi; ")) = Bd�((x; y); ")s�Ù¼��f��H ���5Åqs���.



46 =� 5 �Ék ��ÓÔÁæ���Ék��Ç¼#� e��_Æ_Æ &h� (x; y) 2 R2ü< �ª��º "\� �/
�#� f(Bd�((x; y); ")) = Bd(x + yi; ")s�Ù¼��f��H \P�Ǒ2;���©�s���. ����"f f�1�Ér ���5Åqs���.Nùý=� 5.2.5. X = f�1g [ (0; 1)ü< Y = [�1; 1)�̀� Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß�s��� 
���.���$� f : X ! Y\�� f(x) = x�� 
���� f��H V,�l����©�s���. Õªo��� g : Y ! X\�� g(x) =14x+ 34��
���� g�̧V,�l����©�s��)a��.Õª�Q�� Xü< Y��H0A�©�1lx+þAs���m���.���� ½̈�̂&h�Ü¼��ëß���� 0A�©�1lx+þA���©� h : Y ! X�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���� f�1g = (�2; 0) \X��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� fpg = f�1(f�1g)�̧ Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ÷&#Q�� ��Ç��. ����"f fpg = U \ Y��� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� �>rF�
���, p 2 (p� r; p+ r) � U��� �ª��º r�̧ �>rF���Ç��. Õª���X< (p� r; p+ r) \ Y��HÁº��Ç|9�½+Ës���, (p � r; p + r) \ Y � U \ Y = fpgs�Ù¼�� �̧í�Hs���. ����"f Yü< X��s�\���H0A�©�1lx+þA���©�s� �>rF�
�t� ·ú§��H��.Nùý=� 5.2.7. Äºo���H f : X ! f(X)�� 0A�©�1lx+þA���©�s� H�d�̀� ��#��� ��Ç��.(i) f : X ! f(X)��H ���éß���s���: ��"î

�>� f : X ! f(X)��H �����s���. Õªo��� ëß����f(x1) = f(x2)s���� dY (f(x1); f(x2)) = 0s�Ù¼�� dX(x1; x2) = 0s� ÷&#Q x1 = x2s���. ����"ff��H éß���s���.(ii) f : X ! f(X)��H ���5Åqs���: e��_Æ_Æ y 2 f(X)ü< �ª��º r\� �/K� Ä»{9���Ç f(x) = y���x 2 X�� �>rF�
�#� f�1(BdY (y; r) \ f(X)) = f�1(BdY (y; r)) = BdX (x; r)s�Ù¼�� f��H ���5Åqs���.(iii) f : X ! f(X)��H \P�Ǒ2;���©�s���: e��_Æ_Æ x 2 Xü< �ª��º r\� �/K� f(BdX (x; r)) =BdY (f(x); r) \ f(X)s�Ù¼�� f��H \P�Ǒ2;���©�s���.����"f f : X ! f(X)��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 5.2.9. ����� 5.2.9(2)\�_Æ
�#� f�1(B)\�� �í�<Ê
���H {���2³|9�½+Ë f�1(B)\� �/
�#� B � D,f�1(D) � f�1(B)\�� ëß�7á¤
���H Y_Æ {���2³|9�½+Ë D�� �>rF���Ç��. Õª���X< B � B � Ds�Ù¼��f�1(B) � f�1(D) � f�1(B)s���.Nùý=� 5.2.11. ���$� id�� 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. e��_Æ_Æ U 2 T1\� �/K� id�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� U = id(U) 2 T2s���. ����"f T1 � T2s���. Õªo��� e��_Æ_Æ U 2 T2\� �/K� id�� ���5Åqs�Ù¼�� U = id�1(U) 2 T1s���. ����"f T2 � T1s���. Õª�QÙ¼�� T1 = T2s���.%i�Ü¼�� T1 = T2s��� 
���. ��"î

�>� id��H ���éß���s���. Õªo��� e��_Æ_Æ U 2 T2\� �/K�id�1(U) = U 2 T2 = T1s�Ù¼�� id��H ���5Åqs���. ¢̧��Ç e��_Æ_Æ U 2 T1\� �/K� id(U) = U 2T1 = T2s�Ù¼�� id��H \P�Ǒ2;���©�s���. ����"f id��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 5.2.13. ���$� e��_Æ_Æ V 2 TY\� �/K� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(V ) 2 TXs���. ����"fff�1(V ) j V 2 TY g � TXs���. %i�Ü¼��ëß���� U 2 TXs���� f��\P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� V = f(U) 2



5.2 ëâ�Ék�wí�p����Ék(HOMEOMORPHISM) 47TYs���. Õªo��� f�����éß���s�Ù¼�� U = f�1(f(U)) = f�1(V )s���. ����"f TX � ff�1(V ) jV 2 TY gs���.TY = ff(U) j U 2 TXg�̧ q�5pw
�>� ��{9� �º e����.Nùý=� 5.2.15. (1) �<Ê�º f : Mn(R) ! Rn2\��f((xij)) = (x11; x12; : : : ; x1n;x21; x22; : : : ; x2n; : : : ;xn1; : : : ; xnn)�� &ñ
_Æ
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ (xij), (yij) 2Mn(R)\� �/
�#��((xij); (yij)) =vuut nXi;j=1(xij � yij)2 = d(f((xij)); f((yij)))s�Ù¼�� f��H 1px��o� ���©�s���. éß�, #�l�"f d��H Rn2�©�_Æ ��:�x��o�s���. Õªo��� ��"î

�>� f��H�����s�Ù¼�� ë�H℄j 5.2.7\� _ÆK� f��H 0A�©�1lx+þA���©�s���, (Mn(R); �) �= Rn2s���.(2) ���$� �<Ê�º h : Rn2 ! R\��h((x11; x12; : : : ; x1n; : : : ;xn1; : : : ; xnn)) =X� sgn(�)x1�(1)x2�(2) � � �xn�(n)�� &ñ
_Æ
���� h�� ���½Ó�<Ê�ºs�Ù¼�� h��H ���5Åqs���. Õªo��� f\�� (1)_Æ 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
����det = h Æ f : Mn(R) ! Rs�Ù¼�� det��H ���5Åqs���.(3) dets� ���5Åqs���, R � f0gs� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� GLn(R) = det�1(R � f0g)�Ér(Mn(R); �)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(4) dets� ���5Åqs���, f1gs� R_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� SLn(R) = det�1(f1g)�Ér (Mn(R); �)_Æ{���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 5.2.17. R�̀� Ä»9þto�×¼ /BNçß�s��� 
��� f : R ! R\�� �½Ó1px���©� f(x) = x�� 
���. Õª�Q���f��H \P�Ǒ2;���©�s���. Õª�Q�� ÂÒì�r/BNçß� A = [0;1) � R\� �/��Ç »¡¤�è���©� f jA : [0;1) ! R�Ér\P�Ǒ2;���©�s���m���. ½̈�̂&h�Ü¼�� [0; 1)�Ér A = [0;1)_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß�, f jA([0; 1)) = [0; 1)�ÉrR_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.Nùý=� 5.2.19. ëß���� C�� ÂÒì�r/BNçß� A_Æ {���2³|9�½+Ës���� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� C��H X_Æ{���2³|9�½+Ë�̧ �)a��. Õªo��� f : X ! Y�� {���2³���©�s�Ù¼�� f(C)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#�f jA(C) = f(C)s�Ù¼�� f jA(C)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f f jA : A! Y��H {���2³���©�s���.Nùý=� 5.2.21. (1) A\�� R_Æ {���2³|9�½+Ës�����. ëß���� y 2 p(A)s���� e��_Æ_Æ ������º n\� �/
�#� p(A) \ (y � 1n ; y + 1n ) 6= ?s�Ù¼�� yn 2 p(A) \ (y � 1n ; y + 1n )s� �>rF�
�#� yn ! ys���. Õªo��� p(an) = yn�̀� ëß�7á¤
���H an 2 A�̀� ×þ�
���. Õª�Q��� �̧��H ������º n\� �/
�#�an 2 p�1((y� 1; y+1))s���, p�� ���½Ó�<Ê�ºs�Ù¼�� p�1((y� 1; y+1))��H Ä»>�|9�½+Ës���. Õª�Q



48 =� 5 �Ék ��ÓÔÁæ���ÉkÙ¼���º\P� fangs�Ä»>�s�Ù¼��ë�H℄j 4.3.8\�_Æ
�#��º§4�
���HÂÒì�r�º\P� fankgs��>rF���Ç��.Õªo��� ank ! x��
���� A��{���2³|9�½+Ës�Ù¼�� x 2 As���.��Ç¼#� p�����5Åqs�Ù¼�� ynk = p(ank)!p(x)s���. Õª���X< ynk ! ys��� ��o�/BNçß�\�"f �º\P�_Æ �FG��Çs� Ä»{9�
�Ù¼�� p(x) = ys���. Õªo��� x 2 As�Ù¼�� y 2 p(A)s���. ����"f p(A) � p(A)s�Ù¼�� p(A) = p(A)s� ÷&#Q p(A)��HR_Æ {���2³|9�½+Ës���.(2) f : R ! R\�� ���éß������ ���5Åq���©�s��� 
���. Õª�Q��� f��H 7£x���<Ê�ºs����� y���è�<Ê�º��÷&#Q�� ��Ç��. Äºo���H f\�� 7£x���<Ê�º��
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ l�$�_Æ "é¶�è (a; b) � R\� �/K�f((a; b)) = (f(a); f(b))s� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f f��H \P�Ǒ2;���©�s���.(3) (2)ü< $í
|9� 5.2.12\� _ÆK� f��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 5.2.23. (1) ëß���� A�� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� f�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� f(A)��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� g�̧ \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� g Æ f(A) = g(f(A))��H Z_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f g Æ f��H\P�Ǒ2;���©�s���.(2) ëß���� A�� Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(A)��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. :£¤Z>�y�f�� �����s�Ù¼�� f(f�1(A)) = As���. Õªo��� g Æ fs� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� g Æ f(f�1(A))��H Z_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª���X< g Æ f(f�1(A)) = g(f(f�1(A))) = g(A)s�Ù¼�� g(A)��H Z_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f g��H \P�Ǒ2;���©�s���.(3) ëß���� A�� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���� g Æ fs� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� g Æ f(A) = g(f(A))��H Z_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. :£¤Z>�y� g�� éß���s�Ù¼�� g�1(g(f(A))) = f(A)s���. Õªo��� g�� ���5Åq���©�s�Ù¼�� g�1(g(f(A)))��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f f(A)��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f��H \P�Ǒ2;���©�s���.(4) ëß���� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës���� f�� {���2³���©�s�Ù¼�� f(A)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� g�̧ {���2³���©�s�Ù¼�� g Æ f(A) = g(f(A))��H Z_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f g Æ f��H {���2³���©�s���.(5) ëß���� A�� Y_Æ {���2³|9�½+Ës���� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(A)��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. :£¤Z>�y�f�� �����s�Ù¼�� f(f�1(A)) = As���. Õªo��� g Æ fs� {���2³���©�s�Ù¼�� g Æ f(f�1(A))��H Z_Æ{���2³|9�½+Ës���. Õª���X< g Æ f(f�1(A)) = g(f(f�1(A))) = g(A)s�Ù¼�� g(A)��H Z_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f g��H {���2³���©�s���.(6) ëß���� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës���� g Æ fs� {���2³���©�s�Ù¼�� g Æ f(A) = g(f(A))��H Z_Æ {���2³|9�½+Ës���. :£¤Z>�y� g�� éß���s�Ù¼�� g�1(g(f(A))) = f(A)s���. Õªo��� g�� ���5Åq���©�s�Ù¼�� g�1(g(f(A)))��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f f(A)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� f��H {���2³���©�s���.Nùý=� 5.1.25. (1) ���$� �(0) = 1, �(1) = 0s�Ù¼�� ���H �����s���. Õªo��� Y�� s��©�/BNçß�s�Ù¼�� Y_Æ �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ës� \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� ���H \P�Ǒ2;���©���� 1lxr�\� {���2³���©�s���.(2) f1g�Ér Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß� ��1(f1g) = [0; 12 ℄�Ér I_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� ���H ���5Åqs� ��m���.



5.2 ëâ�Ék�wí�p����Ék(HOMEOMORPHISM) 49Nùý=� 5.2.27. (i) ëß���� m 6= ns���� fmg 2 Tms��� fmg =2 Tns�Ù¼�� Tm 6= Tns���.(ii) (~½ÓZO� 1) f : (R;Tm )! (R;Tn ), f(x) = x+n�ms���
���� f��H ���éß��� ���5Åqs��� \P�Ǒ2;���©�s���. ����"f f��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.(~½ÓZO� 2) �<Ê�º g : (R;Tm )! (R;Tn ); g(x) = 8>>><>>>:n; x = mm; x = nx; x 6= m;n��H ���éß��� ���5Åq���©�s��� \P�Ǒ2;���©�s���. ����"f g��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 5.2.29. Òqt|ÄÌ.Nùý=� 5.2.31. ���$� f : [1; 4℄� (0; �) ! X , f(r; �) = (r 
os �; r sin �)��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. Õªo��� g : Y = [1; 2℄� (1; 2) ! [1; 4℄� (0; �), g(x; y) = (3x � 2; �x � �)�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� Xü< Y��H 0A�©�1lx+þAs���.Nùý=� 5.2.33. 0A�©�/BNçß� (X;T )s� ��o�/BNçß� (Z; d)_Æ ÂÒì�r/BNçß� Yü< 0A�©�1lx+þAs��� 
���,f : (X;T ) ! Y\�� 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. s�℄j e��_Æ_Æ x1; x2 2 X\� �/K� �(x1; x2) =d(f(x1); f(x2))s��� 
���� ���H |9�½+Ë X�©�_Æ ��o��� �)a��. s�℄j T = T�e���̀� ��s���� �)a��. ���$� T�_Æ l�$�_Æ "é¶�è B�(x; r)\� �/K�, f�� ���5Åqs�Ù¼�� B�(x; r) = f�1(Bd(f(x); r)) 2 Ts���. ����"f T� � Ts���. ��Ç¼#� e��_Æ_Æ U 2 Tü< x 2 U\� �/
�#� f�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼��f(U)��H f(x)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. ����"f f(x) 2 Bd(f(x); r) � U\�� ëß�7á¤
���H �ª��º rs� �>rF���Ç��. Õª���X< x 2 B�(x; r) = f�1(Bd(f(x); r)) � f�1(f(U)) = Us�Ù¼�� U 2 T�s���. ����"f T � T�s���.Nùý=� 5.2.35. (�/Äº) ëß���� f(A) \ f(A)0 6= ?s���� y 2 f(A)\ f(A)0s� �>r��Ç��. Õªo��� f�� ���éß���s�Ù¼�� f(a) = y\�� ëß�7á¤
���H Ä»{9���Ç a 2 A�� �>rF���Ç��. s�℄j a 2 A0e���̀� ��s���. a_Æe��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U � X\� �/
�#� f�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� f(U)��H f(a) = y_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���.Õªo��� y 2 f(A)0s�Ù¼�� y� 2 f(A) \ f(U) � fygs� �>rF���Ç��. s�℄j f(x�) = y�\�� ëß�7á¤
���HÄ»{9���Ç x� 2 X\�� ×þ�
���� x� 2 A \ U � fags�Ù¼�� a 2 A0s���. ����"f A \ A0 6= ?s���.Nùý=� 5.2.37. |9�½+Ë X = fx; y; zg_Æ ÂÒì�rl�$� S = ffx; yg; fy; zgg��Òqt$í

���H 0A�©��Ér TX =f?; X; fx; yg; fy; zg; fyggs���. Õªo��� |9�½+Ë Y = fa; b; 
g�©�\� 0A�©� TY = f?; fa; bg; Y g\��ÅÒ��. s�℄j �<Ê�º f : X ! Y\�� f(x) = a, f(y) = b, f(z) = a�� &ñ
_Æ
���� fx; yg; fy; zg 2 S\��/K� f(fx; yg) = fa; bg 2 TY ; f(fy; zg) = fa; bg 2 TYs���. Õª�Q�� fyg 2 TXs�t�ëß� f(fyg) =2 TYs�Ù¼�� f��H \P�Ǒ2;���©�s� ��m���.
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V� 6 *�×�̄¹�̄»ë5Ñ
6.1 <OY<O[j́P(produ
t spa
e)Nùý=� 6.1.1. TXü< TY\�� y��y�� 0A�©�/BNçß� Xü< Y_Æ 0A�©�s��� 
���.���$� Y�L/BNçß� X�Y_Æ l�$��� Bp = fU �V j U 2 TX ; V 2 TY gs�Ù¼�� Y�L/BNçß� X�Y_ÆÂÒì�r/BNçß� A�B_Æ 0A�©� T_Æ l�$���HB = f(A�B) \ C j C 2 Bpg= f(A�B)� (U � V ) j U 2 TX ; V 2 TY gs���($í
|9� 3.4.9 ����̧).��Ç¼#� X_Æ ÂÒì�r/BNçß� Aü< Y_Æ ÂÒì�r/BNçß� B_Æ 0A�©��Ér y��y��TA = fA \ U j U 2 TXg; TB = fB \ V j V 2 TY gs���. ����"f ¿º ÂÒì�r/BNçß� Aü< B_Æ Y�L0A�©� T �_Æ l�$���HB� = fUA � VB j UA 2 TA; VB 2 TBg= f(A \ U)� (B \ V ) j U 2 TX ; V 2 TY gs���.Õª���X< (A�B)� (U � V ) = (A \ U)� (B \ V )s�Ù¼�� B = B�s� ÷&#Q T = T �s���.Nùý=� 6.1.3. (1) f : X � Y ! Y � X\�� f(x; y) = (y; x)s��� 
���� f��H ���éß���s���. ëß����V � U�� Y �X_Æ l�$�_Æ "é¶�ès���� V��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� U��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� f�1(V � U) = U � V�� X � Y_Æ l�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� f��H ���5Åqs���.��Ç¼#� X � Y_Æ l�$�_Æ "é¶�è U � V\� �/K� f(U � V ) = V � U�� Y �X_Æ l�$�_Æ "é¶�è51



52 =� 6 �Ék Î�̧ÎáºH[es�Ù¼�� f��H \P�Ǒ2;���©�s���. ����"f $í
|9� 5.2.12\� _ÆK� f��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.(2) g : (X � Y )�Z ! X � (Y � Z)\�� g(((x; y); z)) = (x; (y; z))s��� 
���� g��H ���éß���s���. ëß���� U � (V �W )�� X � (X � Z)_Æ l�$�_Æ "é¶�ès���� U , V , W��H y��y�� X , Y , Z_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� g�1(U � (V �W )) = (U � V )�W�� (X � Y )�Z_Æ l�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� g��H ���5Åqs���.��Ç¼#� (X�Y )�Z_Æ l�$�_Æ "é¶�è (U �V )�V\��/K� g((U �V )�W ) = U � (V �W )��X � (Y �Z)_Æ l�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� g��H \P�Ǒ2;���©�s���. ����"f $í
|9� 5.2.12\� _ÆK� g��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 6.1.5. R � R�©�_Æ �����d�� í�H"f0A�©� To, Rd � R�©�_Æ Y�L0A�©��̀� Tp�� ����?/��. Õªo���y��y��_Æ l�$�\�� Bo, Bp�� 
���.e��_Æ_Æ B 2 Bp��H fxg � (a; b)+þAI�s�Ù¼�� B = fxg � (a; b) = ((x; a); (x; b)) 2 Bos���.����"f Bp � Bos�Ù¼�� Tp � Tos���.%i�Ü¼�� e��_Æ_Æ B = ((a; b); (
; d)) 2 Boü< (x; y) 2 B\� �/
�#� Ø�æì�ry� ����Ér " > 0s� �>rF�
�#� (x; y) 2 B� = fxg � (y � "; y + ") � B\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f To � Tps���.Nùý=� 6.1.7. ���$� 
lR((0; 1℄) = [0; 1℄s�Ù¼�� A_Æ �̀�í��H $í
|9� 6.1.26\� _Æ
�#�A = (0; 1℄� (0; 1℄� � � � = [0; 1℄� [0; 1℄� � � � = [0; 1℄!s���.s�℄j AÆ = ?e���̀� ��s���. ëß���� AÆ 6= ?s��� ��&ñ

���� &h� x = (x1; x2; : : :) 2 AÆs� �>rF���Ç��. Õª�Q��� x = (xn) 2 W � A\�� ëß�7á¤
���H R!_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W 2 Tp�� �>rF���Ç��. Õªo���x = (xn) 2 �1n=1Un �W\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è �1n=1Un 2 Bps� �>rF���Ç��. Õª���X< Ä»��Ç>h_Æ n 2 N�̀� ℄jü�
��� Un = Rs�Ù¼�� Un0 = R��� n0 2 Ns� �>rF�
�#� R = Un0 � (0; 1℄s�÷&#Q �̧í�Hs���. ����"f AÆ = ?s� ÷&#Q�� ��Ç��.=åQÜ¼�� A_Æ �â
>���H �A = A�AÆ = [0; 1℄! �? = [0; 1℄!s���.Nùý=� 6.1.9. Rn�©�_Æ ��:�x0A�©� Uü< Y�L0A�©� Tp�� °ú 6£§�̀� �©�l�
���.(1) ���$� U(x; r)Æ = (x1 � r; x1 + r)Æ � � � � � (xn � r; xn + r)Æ= (x1 � r; x1 + r) � � � � � (xn � r; xn + r) = U(x; r)s�Ù¼�� U(x; r)��H Rn_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.



6.1 Î�̧ÎáºH[e(PRODUCT SPACE) 53(2) Õªo��� F (x; r) = [x1 � r; x1 + r℄� � � � � [xn � r; xn + r℄= [x1 � r; x1 + r℄� � � � � [xn � r; xn + r℄ = F (x; r)s�Ù¼�� F (x; r)��H Rn_Æ {���2³|9�½+Ës���.(3) U(x; r) = (x1 � r; x1 + r) � � � � � (xn � r; xn + r)= [x1 � r; x1 + r℄� � � � � [xn � r; xn + r℄ = F (x; r)(4) xk = (xk(1); xk(2); : : : ; xk(n))s���
���.Õª�Q���y��y��_Æ i = 1; 2; : : : ; n\��/
�#� Ik(i) =[xk(i)�rk; xk(i)+rk℄s���
���� F (xk ; rk) = Ik(1)�Ik(2)�� � ��Ik(n)s���.Õªo��� F (xk ; rk) �F (xk+1; rk+1)s�Ù¼�� I1(i) � I2(i) � � � � Ik(i) � Ik+1(i) � � � �s���.$í
|9� 2.1.10\�_ÆK� yi 2 \nk=1Ik(i)s��>rF���Ç��.����"f y = (y1; : : : ; yn) 2 \1k=1F (xk ; rk)s���. (5) W�� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼��x = (x1; : : : ; xn) 2 B = (a1; b1)� � � � � (an; bn) �W�̀� ëß�7á¤
���H Rn_Æ l�$�_Æ "é¶�è B�� �>rF���Ç��. s�℄js = minfjxi � aij; jbi � xij j i = 1; 2; : : : ; ngs��� 
���� x 2 U(x; s) �Ws���. Õªo��� r = s2��Hx 2 U(x; r) � F (x; r) � U(x; s) �W\�� ëß�7á¤��Ç��.(6) Vk(k 2 N)�̀� Rn_Æ �̧x9���Ç \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. Äºo���H e��_Æ�� ÅÒ#Q��� /BN|9�½+Ës� �����\P�Ǒ2;|9�½+Ë W � Rn\� �/
�#� W \ (\1k=1Vk) 6= ?e���̀� ��s���� �)a��. ���$� V1s� �̧x9�
�Ù¼��W \ V1 6= ?s���. Õª�Q��� x1 2W \ V1s� �>rF�
��� W \ V1s� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� (5)\� _Æ
�#�x1 2 U(x1; r1) � F (x1; r1) �W \ V1�̀� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º r1s� �>rF���Ç��. Õªo��� V2�� �̧x9�
�Ù¼�� U(x1; r1)\ V2 6= ?s���. Õª�Q��� x2 2 U(x1; r1) \ V2s� �>rF�
��� U(x1; r1) \ V2s� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� (5)\� _Æ
�#�x2 2 U(x2; r2) � F (x2; r2) � U(x1; r1) \ V2
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���H �ª�_Æ z�́�º r2s� �>rF���Ç��. °ú �Ér ~½ÓZO��̀� >�5Åq
���� Äºo���HU(xk; rk) � F (xk ; rk) � U(xk�1; rk�1) \ Vk�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e�� fF (xk; rk)gk2N�̀� %3��̀� �º e����. Õªo���F (x1; r1) � F (x2; r2) � � � � � F (xk ; rk) � F (xk+1; rk+1) � � � �s�Ù¼�� (4)\�_ÆK� \1k=1F (xk; rk) 6= ?s���.Õª���X< F (x1; r1) �W\V1s��� F (xk; rk) � Vks�Ù¼�� \1k=1F (xk; rk) �W \ (\1k=1Vk)s� ÷&#Q W \ (\1k=1Vk) 6= ?s���.Nùý=� 6.1.11. (1) ë�H℄j 3.3.8õ� ë�H℄j 3.3.10 ����̧.(2) (i) ���$� Td1 = Tpe���̀� ��s���: &h� (x; y) 2 X � Yü< Y�L0A�©� Tp_Æ l�$�_Æ "é¶�èBdX (x; r) � BdY (y; s)\� �/
�#� " = minfr; sg�� 
���. Õª�Q��� (x; y) 2 Bd1((x; y); ") �BdX (x; r) �BdY (y; s)s� $í
wn���Ç��. ½̈�̂&h�Ü¼�� ëß���� (p; q) 2 Bd1((x; y); ")s����dX (x; p) �pfdX(x; p)g2 + fdY (y; q)g2 < " � r;dX (y; q) �pfdX(x; p)g2 + fdY (y; q)g2 < " � ss�Ù¼�� (p; q) 2 BdX (x; r) � BdY (y; s)s���. ����"f &ñ
o� 3.2.9\� _ÆK� Tp � Td1s���.%i�Ü¼��&h� (x; y) 2 X�Yü<��o�0A�©� Td1_Æl�$�_Æ"é¶�è Bd1((x; y); ")\��/
�#� (x; y) 2BdX (x; "2 ) � BdY (y; "2 ) � Bd1((x; y); ")s� $í
wn���Ç��. ½̈�̂&h�Ü¼�� ëß���� (p; q) 2 BdX (x; "2 ) �BdY (y; "2 )s����d1((x; y); (p; q)) =pfdX(x; p)g2 + fdY (y; q)g2 � dX (x; p) + dY (y; q) < "2 + "2 = "s�Ù¼�� (p; q) 2 Bd1((x; y); ")s���. ����"f &ñ
o� 3.2.9\� _ÆK� Td1 � Tps���.(ii)s�℄j Tp = Td2e���̀���s���:&h� (x; y) 2 X�Yü<Y�L0A�©� Tp_Æl�$�_Æ"é¶�è BdX (x; r)�BdY (y; s)\� �/
�#� " = minfr; sg�� 
���. Õª�Q��� (x; y) 2 Bd2((x; y); ") � BdX (x; r) �BdY (y; s)s� $í
wn���Ç��. ½̈�̂&h�Ü¼�� ëß���� (p; q) 2 Bd2((x; y); ")s����dX(x; p) � maxfdX(x; p); dY (y; q)g < " � r;dX(y; q) � maxfdX(x; p); dY (y; q)g < " � ss�Ù¼�� (p; q) 2 BdX (x; r) � BdY (y; s)s���. ����"f &ñ
o� 3.2.9\� _ÆK� Tp � Td2s���.%i�Ü¼��&h� (x; y) 2 X�Yü<��o�0A�©� Td2_Æl�$�_Æ"é¶�è Bd2((x; y); ")\��/
�#� (x; y) 2BdX (x; ") � BdY (y; ") � Bd2((x; y); ")s� $í
wn���Ç��. ½̈�̂&h�Ü¼�� ëß���� (p; q) 2 BdX (x; ") �BdY (y; ")s���� d2((x; y); (p; q)) = maxfdX(x; p); dY (y; q)g < "



6.1 Î�̧ÎáºH[e(PRODUCT SPACE) 55s�Ù¼�� (p; q) 2 Bd2((x; y); ")s���. ����"f &ñ
o� 3.2.9\� _ÆK� Td2 � Tps���.Nùý=� 6.1.13. (i) ���$� f_Æ $í
ì�r�<Ê�º�X Æ f : X ! X; x 7! x;�Y Æ f : X ! Y; x 7! y0s� �̧¿º ���5Åqs�Ù¼�� f��H ���5Åqs���.Õªo��� ��%ò
���©� �X : X � Y ! Y , �X(x; y) = x_Æ »¡¤�è���©� (�X )j : f(X) ! Xs� f_Æ���5Åq��� %i����©�s�Ù¼�� f��H V,�l����©�s���.(ii) g_Æ �â
Äº�̧ (i)õ� q�5pw
�>� ��s���� �)a��.Nùý=� 6.1.15. (1) ���$� y0 6= 0s���� g(x) = F (x; y0) = xy0x2+y02��H ���5Åqs���. Õªo��� y0 = 0s����g(x) = F (x; 0) = 0��H ���5Åqs���.°ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� y��y��_Æ x0 2 X\� �/K� h(y) = F (x0; y)��H ���5Åqs���.(2) &ñ
_Æ\� _ÆK� g(x) = F (x; x) = 8<:12 ; x 6= 00; x = 0s�Ù¼�� g��H ���5Åqs� ��m���. ½̈�̂&h�Ü¼�� (�1; 13 )�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß� g�1((�1; 13 )) = f0g�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���.(3) ()
ÀÓZO�) ëß���� F�� ���5Åqs���� k : X ! X �X , k(x) = (x; x)�̧ ���5Åqs�Ù¼�� g = F Æ k,g(x) = F (x; x)�̧ ���5Åqs���. s���H (2)\� �̧í�Hs���. ����"f F��H ���5Åqs� ��m���.Nùý=� 6.1.17. (1) ���y�� ÂÒ1pxd��ëß� ��s���. [j &h� x; y; z 2 X = (0; 1)\� �/
�#�d(x; z) = j 1x � 1z j = j 1x � 1y + 1y � 1z j � j 1x � 1y j+ j1y � 1z j = d(x; y) + d(y; z)s���.(2) ()
ÀÓZO�) ÆjX�X = d\�� ëß�7á¤
���H |9�½+Ë R�©�_Æ ��o� Æ�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q���Æ( 12 ; 1n ) = Æ( 12 ; 1n ) = j2� njs���. ��Ç¼#� ��l� 6.1.19\� _ÆK� Æ�� ���5Åqs�Ù¼��Æ(12 ; 0) = limn!1Æ(12 ; 1n ) = limn!1n� 2 =1s���. s���H Æ( 12 ; 0) 2 Rs�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.(3) �<Ê�º f : (0;1) ! (0;1), f(x) = 1x�� 0A�©�1lx+þA���©�e���̀� �©�l�
���. ���$� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� x 2 Xü< �ª�_Æ z�́�º "\� �/
�#� f�� &h� x\�"f ���5Åqs�Ù¼��jx� yj < Æ ) jf(x)� f(y)j = j 1x � 1y j < "
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���H Æ�� �>rF�
�#� d0(x; y) < Æ ) d(x; y) < "s���. ����"f Bd0(x; Æ) � Bd(x; ")s���.%i�Ü¼�� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� x 2 Xü< �ª�_Æ z�́�º "\� �/
�#� f�� &h� 1x\�"f ���5Åqs�Ù¼��j 1x � zj < Æ ) jf( 1x )� f(z)j = jx� 1z j < "�̀� ëß�7á¤
���H Æ�� �>rF�
�#�d0(x; y) = j 1x � 1y j < Æ ) d(x; y) = jx� yj < "s���. ����"f Bd(x; Æ) � Bd0(x; ")s���.����"f d � d0s���.6.2 9FV��ö�9FV(box topology)Nùý=� 6.2.1. (i) e��_Æ_Æ &h� (x�) 2 ��2�X�\� �/K� X��� X�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� (x�) 2��2�X� 2 Bbs���.(ii) e��_Æ_Æ ��2�U�, ��2�V�Bbü< &h� (x�) 2 (��2�U�) \ (��2�V�)\� �/
�#� x� 2U� \ V�s��� U� \ V�s� X�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��(x�) 2 ��2�(U� \ V�) = (��2�U�) \ (��2�V�)\�� ëß�7á¤
���H ��2�(U� \ V�) 2 Bb�� �>rF���Ç��.Nùý=� 6.2.3. (�)���$� x = (x�) 2 �A�s���
���.s�℄jy��y��_Æ � 2 �\��/
�#� x� 2 A�e���̀���6£§õ� °ú s� ��s���: e��_Æ_Æ x�_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V� � X�\� �/
�#� ��1� (V�)��H x 2 ��1� (V�)\��ëß�7á¤
���H �©���/BNçß� �X��©�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� x 2 �A�s�Ù¼����1� (V�) \ �A� 6= ?s���.ÕªA�"f&h� y = (y�) 2 ��1� (V�)\�A����>rF�
�#� y� 2 V�\A�s���.����"f V�\A� 6=?s�Ù¼�� x� 2 A�s���. Õª�QÙ¼�� x = (x�) 2 �A�s���.(�) %i�Ü¼�� x = (x�) 2 �A�s��� 
���. s�℄j e��_Æ_Æ x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó W � �X�\� �/
�#�x 2 B = �U� �W\�� ëß�7á¤
���H �X��©�_Æ l�$�_Æ "é¶�è B = �U��� �>rF���Ç��. y��y��_Æ � 2 �\� �/
�#� x� 2



6.2 �Ék��ëâ�Ék(BOX TOPOLOGY) 57A�s��� x� 2 U�s�Ù¼�� U� \ A� 6= ?s���. Õª�QÙ¼�� &h� y� 2 U� \ A��� �>rF�
�#� y =(y�) 2 B \ �A� �W \ �A�s���. ����"f W \�A� 6= ?s�Ù¼�� x = (x�) 2 �A�s���.Nùý=� 6.2.5. (i) R�̀� Ä»9þto�×¼/BNçß�s��� 
���. Õª�Q��� C = f(x; y) 2 R2 j xy = 1g�Ér �©���/BNçß�(R � R;Tb )�©�_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª�Q�� ��%ò
���©� �1 : (R � R;Tb )! R, �1(x; y) = x\� �/K��1(C) = R � f0g�Ér R�©�_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���. ����"f �1��H {���2³���©�s� ��m���.(ii) �©���/BNçß� (�X�;Tb)_Æ e��_Æ_Æ l�$�_Æ "é¶�è B = �U� 2 Bb�� ÅÒ#Q&���� 
���. y��y��_Æ �\� �/
�#� U��� X�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� ��(B) = U���H X�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f $í
|9� 5.2.5\� _ÆK� �� : (�X�;Tb)! X���H \P�Ǒ2;���©�s���.Nùý=� 6.2.7. (i)Y�L/BNçß� (R! ;Tp)\�"f_Æ R1_Æ �̀�í��H R!s���:e��_Æ_Æ&h� (xn) 2 R!ü< (xn)_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó W 2 Tp\� �/
�#� (xn) 2 �1n=1Un �W\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è �1n=1Un 2 Bp���>rF���Ç��. Õª�Q��� Un�Ér Ä»��Ç>h\�� ℄jü�
�����H Rs�Ù¼���1n=1Un = U1 � U2 � � � � � Uk � R � R � R � � � ��� ³ð�&³�)a��. s�℄j y = (x1; x2; : : : ; xk ; 0; 0; 0; : : :)�� 
����y 2 R1 \ �1n=1Un � R1 \Ws� ÷&#Q R1 \W 6= ?s���. Õª�QÙ¼�� (xn) 2 R1s���. ����"f R1 = R!s���.(ii) �©���/BNçß� (R! ;Tb)\�"f_Æ R1_Æ �̀�í��H R1s���: ëß���� (xn) 2 (R1 )
s���� D = fn 2N j xn 6= 0g�Ér Áº��Ç|9�½+Ës���. s�℄j (xn)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó B = �1n=1Ui 2 Tb\�� ��6£§õ� °ú s� ×þ�
���. Un =8<:(xn � jxnj; xn + jxnj); n 2 DR; n =2 DÕª�Q��� �̧��H n 2 D\� �/
�#� 0 =2 Uns�Ù¼�� B \ R1 = ?s� ÷&#Q (xn) 2 B � (R1 )
s���.Õª�QÙ¼�� (R1 )
s� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� R1��H {���2³|9�½+Ës���. ����"f R1 = R1s���.(iii) ��ǑÉr/BNçß� (R! ; ��)\�"f_Æ R1_Æ �̀�í��H X = f(xn) 2 R! j xn ! 0gs���: ���$�(xn) 2 R1s��� 
���. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� �ª�_Æ z�́�º "\� �/K� Æ = minf1; "gs��� 
���. Õª�Q���(xn) 2 R1s�Ù¼�� B��((xn); Æ)\R1 6= ?s���. Äºo���H ��Ç &h� (yn) 2 B��((xn); Æ)\R1�̀� ×þ�
���. Õª�Q��� (yn) 2 R1s�Ù¼�� yn0 = yn0+1 = yn0+2 = � � � = 0�̀� ëß�7á¤
���H ������º n0s� �>rF���Ç��. �̧��H n\� �/
�#� �d(xn; yn) � ��((xn); (yn)) < Æs���Æ � 1s�Ù¼�� d(xn; yn) = jxn�ynj < Æs���.ëß���� n � n0s���� yn = 0s�Ù¼�� jxn�0j < Æ � "s���. ����"f xn ! 0s���.



58 =� 6 �Ék Î�̧ÎáºH[e%i�Ü¼�� (xn) 2 Xs��� 
���. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� �ª�_Æ z�́�º "\� �/
�#� Æ = minf1; "2g�� 
���.Õª�Q��� xn ! 0s�Ù¼�� n � n0 ) jxn � 0j < Æ\�� ëß�7á¤
���H ������º n0s� �>rF���Ç��. Õªo��� Æ � 1s�Ù¼�� �d(xn; 0) = jxn� 0j < Æ(8n � n0)s���. s�℄j (yn) 2 R!\�� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ
���.yn =8<:xn; n < n00; n � n0Õª�Q��� (yn) 2 R1 \ B��((xn); ")s�Ù¼�� R1 \ B��((xn); ") 6= ?s���. ����"f (xn) 2 R1s���.Nùý=� 6.2.9. ���$� 
lR((0; 1℄) = [0; 1℄s�Ù¼�� A_Æ �̀�í��H $í
|9� 6.2.4\� _Æ
�#�A = (0; 1℄� (0; 1℄� � � � = [0; 1℄� [0; 1℄� � � � = [0; 1℄!s���.Õªo��� intR((0; 1℄) = (0; 1)s�Ù¼�� A_Æ ?/ÂÒ��H $í
|9� 6.2.5\� _Æ
�#�AÆ = (0; 1℄Æ � (0; 1℄Æ � � � � = (0; 1)� (0; 1)� � � � = (0; 1)!s���.Nùý=� 6.2.11. y��y��_Æ ������º n\� �/
�#� fn : R ! R, fn(x) = anx + bns��� 
���. Õª�Q���fn�Ér ���5Åq���©� gn : R ! R, gn(x) = 1anx� bnan �̀� %i����©�Ü¼�� °ú���H 0A�©�1lx+þA���©�s���.(i)���$� h : (R! ;Tp)! (R! ;Tp)��0A�©�1lx+þA���©�e���̀���s���:e��_Æ_Æl�$�_Æ"é¶�è �1n=1Un 2Bp\� �/
�#� Ä»��Ç>h_Æ n = n1; n2; : : : ; nk\�� ℄jü���Ç Un = Rs���. Õªo��� fns� ���5Åqs�Ù¼��Vn = f�1n (Un)�Ér R_Æ \P�o�|9�½+Ës��� n = n1; n2; : : : ; nk\�� ℄jü�
�����H Vn = Rs���. ����"fh�1(�1n=1Un) = �1n=1Vn 2 Bp � Tps�Ù¼�� h��H ���5Åqs���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� h_Æ %i����©�h�1 : R! ! R! ; (x1; x2; x3; : : :) 7! ( 1a1x1 � b1a1 ; 1a2x2 � b2a2 ; 1a3x3 � b3an ; : : :)�̧ gn�̀� ��6 x
�#� ���5Åqe���̀� ��{9� �º e����. ����"f h��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.(ii) s�℄j h : (R! ;Tb) ! (R! ;Tb)�� 0A�©�1lx+þA���©�e���̀� ��s���: e��_Æ_Æ l�$�_Æ "é¶�è�1n=1Un 2 Bb\� �/
�#� fns� ���5Åqs�Ù¼�� Vn = f�1n (Un)�Ér R_Æ \P�o�|9�½+Ës���. ����"f



6.2 �Ék��ëâ�Ék(BOX TOPOLOGY) 59h�1(�1n=1Un) = �1n=1Vn 2 Bb � Tbs�Ù¼�� h��H ���5Åqs���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� h_Æ %i����©�h�1 : R! ! R! ; (x1; x2; x3; : : :) 7! ( 1a1x1 � b1a1 ; 1a2x2 � b2a2 ; 1a3x3 � b3an ; : : :)�̧ gn�̀� ��6 x
�#� ���5Åqe���̀� ��{9� �º e����. ����"f h��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 6.2.13. (1)������º n\��/
�#� yn = xn+"� 1n"s���
���.Õª�Q��� y = (yn) 2 U(x; ")s���.Õª�Q�� �d(xn; yn) = "� 1n"s�Ù¼�� ��(x;y) = "s�÷&#Q y =2 B��(x; ")s���. ����"f U(x; ") 6=B��(x; ")s���.(2) ������º n\� �/
�#� yn = xn + " � 1n"s��� 
���. Õª�Q��� y = (yn) 2 U(x; ")s���. s�℄j y 2 B��(x; r) � U(x; ")\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF�
�t� ·ú§6£§�̀� ��s���� �)a��. e��_Æ��ÅÒ#Q��� �ª�_Æ z�́�º r\� s = minf 12r; 12g�� 
���, 1k" < s�̀� ëß�7á¤
���H ������º k�� �>rF���Ç��. Õªo��� zn =8<:yk + s; n = kyn; n 6= k�� 
���, z = (zn)s��� 
���� ��(y; z) = s � 12r < rs�Ù¼�� z 2 B��(x; r)s���. Õª�Q��jxk � zkj = jxk � (yk + s)j = jxk � (xk + "� 1k "+ s)j = "+ (s� 1k ") > "s�Ù¼�� zk =2 (xk � "; xk + ")s�Ù¼�� z =2 U(x; ")s���. ����"f B��(x; r) " U(x; ")s���.(3) (�) ���$� e��_Æ_Æ Æ < "\� �/K� U(x; Æ) � B��(x; ")e���̀� ��s���. ëß���� y = (yn) 2U(x; Æ)s����y��y��_Æ n\��/
�#� yn 2 (xn�Æ; xn+Æ)s���, Æ < 1s�Ù¼�� �d(xn; yn) = jxn�ynj <Æs���. ����"f ��(x;y) � Æ < "s� ÷&#Q y 2 B��(x; ")s���.(�) ëß���� y = (yn) 2 B��(x; ")s���� r = "� ��(x;y)\� �/K�Æ = ��(x;y) + 12r = 12("+ ��(x;y))��
���. Õª�Q��� Æ < "s���. s�℄j y 2 U(x; Æ)e���̀� ��s���. y��y��_Æ ������º n\� �/
�#��d(xn; yn) � ��(x;y) < Æs��� Æ < 1s�Ù¼�� jxn � ynj = �d(xn; yn) < Æs���. ����"f yn 2 (xn � Æ; xn + Æ)s�Ù¼��y 2 U(x; Æ)s���.
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V� 7 *�×&P�h��̄»h�
7.1 
��­w�s�t�}�<O[j́PNùý=� 7.1.1. (1) T = f?; Xg.(2) T = f?; fag; fbg; fa; bg; fa; b; 
g; Xg.(3) s�íß�0A�©� T =P(X).Nùý=� 7.1.3. (1) Y\�� T0-/BNçß�s��� 
���. e��_Æ_Æ "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; x0 2 X\� �/
�#� f�� éß���s�Ù¼�� f(x), f(x0) 2 Y��H "f�� ��ǑÉr &h�s���. Õªo��� Y�� T0-/BNçß�s�Ù¼��f(x) 2 U; f(x0) =2 U ¢̧��H f(x) =2 U; f(x0) 2 U\�� ëß�7á¤
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(U)��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f x 2 f�1(U); x0 =2 f�1(U) ¢̧��H x =2 f�1(U); x0 2 f�1(U)\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f X��H T0-/BNçß�s���.(2) Y\�� T1-/BNçß�s��� 
���. e��_Æ_Æ &h� x 2 X\� �/
�#� y = f(x) 2 Ys��� Y�� T1-/BNçß�s�Ù¼�� &ñ
o� 7.1.17\�_Æ
�#� fyg��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(fyg)��HX_Æ{���2³|9�½+Ës���. Õª���X< f��éß���s�Ù¼�� f�1(fyg) = fxgs�÷&#Q fxg��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f &ñ
o� 7.1.17\� _Æ
�#� X��H T1-/BNçß�s���.(3) Y\�� Hausdor� /BNçß�s��� 
���. e��_Æ_Æ "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; x0 2 X\� �/
�#� f�� éß���s�Ù¼�� f(x), f(x0) 2 Y��H "f�� ��ǑÉr &h�s���. Õªo��� Y�� Hausdor�s�Ù¼��f(x) 2 U; f(x0) 2 V; U \ V = ?\�� ëß�7á¤
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(U)ü< f�1(V )��H61



62 =� 7 �Ék  }çX�ÎáºX�X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"fx 2 f�1(U); x0 =2 f�1(V ); f�1(U) \ f�1(U) = ?\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f X��H Hausdor� /BNçß�s���.Nùý=� 7.1.5. (X;T )�� T1-/BNçß�s���� �̧��H ��Ç &h� |9�½+Ës� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� �̧��H Ä»��Ç ÂÒì�r|9�½+Ë�̧ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< X�� Ä»��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� X_Æ �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ë�Ér Ä»��Ç|9�½+Ës� ÷&#Q {���2³|9�½+Ës���. ����"f X_Æ �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ë�Ér \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ÷&Ù¼�� (X;T )��H s�íß�/BNçß�s���.Nùý=� 7.1.7. (a))(b) (X;T )�� T1-/BNçß�s���
���.Õª�Q��� X_Æ �̧��HÄ»��ÇÂÒì�r|9�½+Ë�Ér (X;T )_Æ {���2³|9�½+Ës���. s�℄j U 2 Tfs��� 
���. ëß���� U = ?s���� {©����y� U 2 T s���. Õªo��� ëß���� U 6= ?s���� U
s� Ä»��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� U 
�Ér (X;T )_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f U��H (X;T )_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� U 2 Ts���. Õª�QÙ¼�� Tf � Ts���.(b))(a) T � Tfs��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ &h� x 2 X\� �/
�#� fxg
 2 Tfs�Ù¼��fxg
 2 Ts���. ����"f fxg
�Ér (X;T )_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� fxg��H (X;T )_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f (X;T )��H T1-/BNçß�s���.Nùý=� 7.1.9. (1) Äºo���H (A0)0 � A0e���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. ÅÒ#Q��� &h� x 2 (A0)0\� �/
�#�U\�� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� 
���. x�� |9�½+Ë A0_Æ �FG��Ç&h�s�Ù¼�� &h� y 2 U \ A0 � fxg�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� y 2 Us��� y 2 A0s�Ù¼�� ��2£§&ñ
o� 7.1.18\� _ÆK� U \ A��H Áº��Ç|9�½+Ës���. ÕªA�"f&h� z 2 U \ A� fx; yg�� �>rF�
�#� z 2 U \ A� fxg 6= ?s���. ����"f x 2 A0s���.(2) &ñ
o� 4.2.20, $í
|9� 4.2.9 Õªo��� (1)\� _Æ
�#�(A)0 = (A [A0)0 = A0 [ (A0)0 = A0s���.Nùý=� 7.1.11. (1) |9�½+Ë X = fa; b; 
; dg�©�\� 0A�©� T = f?; fa; bg; f
; dg; Xg\�� ÅÒ��. Õª�Q����̧��H ��Ç &h� |9�½+Ës� \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� X��H ��wn�&h��̀� °ú�t� ·ú§��H��. Õª�Q�� �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ë D = fb; 
g_Æ &h� bü< 
��H D_Æ ��wn�&h�s���.(2) ()
ÀÓZO�) ëß���� X_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ë D�� ��wn�&h� x 2 X\�� °ú���H���� ��&ñ

���. Õª�Q��� U \D = fxg\��ëß�7á¤
���H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U���>rF���Ç��. Õªo��� x�� X_Æ��wn�&h�s� ��m�Ù¼�� U��H xü< ��ǑÉr &h� y\�� �í�<Ê��Ç��. ÕªA�"f fx; yg � Us���. ��Ç¼#� X�� T1s�Ù¼�� fxg��H X_Æ{���2³|9�½+Ës� ÷&#Q V = U � fxg��H y_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õª���X< D \ V = ?s�Ù¼�� y =2 Ds���.s���H D�� X_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.Nùý=� 7.1.13. (1) ()) (X;Tf )�� Hausdor��� 
���. ���$� X�� ��Ç &h� |9�½+Ës���� {©����
�Ù¼��, X�� ¿º &h�s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 X\� �/K�



7.1 
��¢{�w x���ÎáºH[e 63(X;Tf )�� Hausdor�s�Ù¼�� x 2 U; y 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H U; V 2 Tf�� �>rF���Ç��. Õª���X< U 6= ?, V 6= ?s�Ù¼�� U 
ü< V 
��H Ä»��Ç|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼��X = ?
 = (U \ V )
 = U
 [ V 
 = (Ä»��Ç|9�½+Ë) [ (Ä»��Ç|9�½+Ë) =Ä»��Ç|9�½+Ës� ÷&#Q X��H Ä»��Ç|9�½+Ës���.(() %i�Ü¼�� X�� Ä»��Ç|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 X\��/
�#� U = fxg, V = fyg�� 
���� U 
 = X � Uü< V 
s� Ä»��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� U; V 2 Tfs���x 2 U; y 2 V; U \ V = ?s���. ����"f (X;Tf )��H Hausdor�s���.(2) ()) (X;T
)�� Hausdor��� 
���. ���$� X�� ��Ç &h� |9�½+Ës���� {©����
�Ù¼��, X�� ¿º&h�s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 X\� �/K� (X;T
)��Hausdor�s�Ù¼�� x 2 U; y 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H U; V 2 T
�� �>rF���Ç��. Õª���X< U 6= ?, V 6= ?s�Ù¼�� U
ü< V 
��H ��íß�|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼��X = ?
 = (U \ V )
 = U
 [ V 
 = (��íß�|9�½+Ë) [ (��íß�|9�½+Ë) =��íß�|9�½+Ës� ÷&#Q X��H ��íß�|9�½+Ës���.(() %i�Ü¼�� X�� ��íß�|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 X\��/
�#� U = fxg, V = fyg�� 
���� U 
 = X � Uü< V 
s� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� U; V 2 T
s���x 2 U; y 2 V; U \ V = ?s���. ����"f (X;T
)��H Hausdor�s���.Nùý=� 7.1.15. (~½ÓZO� 1) �º»¡¤���©� r : X ! As� ���5Åqs�Ù¼�� ~r : X ! A ,! X , ~r(x) = r(x)�̧���5Åqs���. Õªo��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� � = f(x; x) 2 X �X j x 2 Xgs� X �X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f h : X ! X �X , h(x) = (~r(x); x)s� ���5Åqs�Ù¼�� A = h�1(�)��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���.(~½ÓZO� 2) A\�� Hausdor� /BNçß� X_Æ �º»¡¤s��� 
���. Õª�Q��� �º»¡¤���©� r : X ! As� �>rF���Ç��. s�℄j A�� X_Æ {���2³|9�½+Ëe���̀� )
ÀÓZO��̀� s�6 x
�#� ��s���. ëß���� A�� {���2³|9�½+Ës� ��m����



64 =� 7 �Ék  }çX�ÎáºX�A 6= As���. ����"f &h� x 2 A�A�� �>rF�
���, r(x) 6= xs���. X�� Hausdor�s�Ù¼��x 2 U; r(x) 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V�� �>rF���Ç��. Õªo��� r�1(V )s� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� U� =U \ r�1(V )�̧ x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� r(U�) � V , U� \ V = ?s���. Õª���X< x 2 As�Ù¼�� &h�a 2 U� \ A�� �>rF�
�#� a = r(a) 2 r(U�) � Vs� ÷&#Q a 2 U� \ Vs���. s���H U� \ V = ?\��̧í�Hs���.Nùý=� 7.1.17. (~½ÓZO� 1) fü< �½Ó1px�<Ê�º id : Y ! Y , id(y) = y�� �̧¿º ���5Åqs�Ù¼�� ' : X � Y !Y � Y , '(x; y) = (f(x); y)�̧ ���5Åqs���. Õªo��� Y�� Hausdor�s�Ù¼�� � = f(y; y) 2 Y � Y jy 2 Y gs� Y � Y_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� �(f) = '�1(�)��H X � Y_Æ {���2³|9�½+Ës���.(~½ÓZO� 2)Äºo���H X�Y ��(f)�� X�Y_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀���s���� �)a��.e��_Æ_Æ&h� (x; y) 2X � Y � �(f)\� �/K� f(x) 6= y 2 Ys���. Õªo��� Y�� Hausdor�s�Ù¼��f(x) 2 U; y 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(U)(� X)��H x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós� �)a��. ����"f f�1(U)� V��H X � Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f(x; y) 2 f�1(U)� V � X � Y � �(f)s���. ½̈�̂&h�Ü¼�� (f�1(U)� V ) \ �(f) = ?e���̀� ��s���: ëß���� (f�1(U)� V ) \ �(f) 6= ?s��� ��&ñ

���� (a; b) 2 (f�1(U)� V ) \ �(f)�� �>rF���Ç��. ���$� (a; b) 2 �(f)s�Ù¼�� f(a) = bs���. Õªo��� f(a) 2 Us��� b 2 Vs�Ù¼�� f(a) = b 2 U \ Vs���. s���H U \ V = ?s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.Nùý=� 7.1.19. (~½ÓZO� 1) e��_Æ_Æ i < j\� �/
�#� xiü< yj�� Hausdor� /BNçß� X_Æ "f�� ��ǑÉr &h�s�Ù¼�� xi 2 Uij ; xj 2 Vji; Uij \ Vji = ?\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uijü< Vji�� �>rF���Ç��. s�℄j y��y��_Æ i\� �/
�#�Ui = Vi1 \ Vi2 \ � � � \ Vi(i�1) \ Ui(i+1) \ � � � \ Uin�� 
���� Ui��H xi_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� i 6= j\� �/
�#� i < j�� 
����Ui � Uij ; Uj � Vji; Uij \ Vji = ?s�Ù¼�� Ui \ Uj = ?s���.
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��¢{�w x���ÎáºH[e 65(~½ÓZO� 2) �º�<Æ&h� )
±ú�ZO��̀� ��6 x
�#� ��{9� �º e����. Äºo���H )
±ú�ZO� ��&ñ
Ü¼��"f ��6£§�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë V1; V2; : : : ; Vn�1s� �>rF���Ç���� ��&ñ

���:xi 2 Vi; Vi \ Vj = ?(i 6= j)s�℄j y��y��_Æ i = 1; 2; : : : ; n� 1\� �/
�#� xi 6= xns�Ù¼��xi 2Wi; xn 2 Oi; Wi \Oi = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Wi, Oi�� �>rF���Ç��. s�℄jUi = Vi \Wi (i = 1; : : : ; n� 1)Un = O1 \ O2 \ � � � \ On�1s��� 
���� Ui��H \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"fxi 2 Ui; Ui \ Uj = ?(i 6= j)s���.Nùý=� 7.1.21. (~½ÓZO� 1) �½Ó1px���©� idX : X ! Xs� ���5Åqs��� idX jD = idDs�Ù¼�� f jD =idX jDs���. Õªo��� D = Xs��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� ë�H℄j 7.1.20\� _ÆK� f = idXs���.(~½ÓZO� 2)���$� fü< idX�����5Åqs�Ù¼�� ' : X ! X�X , '(x) = (f(x); x)�̧ ���5Åqs���.��Ç¼#�X�� Hausdor�/BNçß�s�Ù¼�� � = f(x; x) j x 2 Xg��X�X_Æ{���2³|9�½+Ës�Ù¼�� C = '�1(�)��HX_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� f jD = idDs�Ù¼�� D � Cs���. ����"f D � Cs��� D�� X_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� C = Xs���. Õª�QÙ¼�� f = idXs���.Nùý=� 7.1.23. f jD : D ! Ys� V,�l����©�s�Ù¼�� f jD : D ! f(D)�Ér 0A�©�1lx+þA���©�s���. Õªo��� f jD_Æ ���5Åq��� %i����©��̀� g : f(D)! D�� 
���� g Æ f jD = idDs���.()
ÀÓZO�) f(X �D) � Y � f(D)s� $í
wn�
�t� ·ú§��H���� ��&ñ

���. Õª�Q��� f(x) 2 f(D)���x 2 X �D�� �>rF�
�#� g(f(x)) 2 Ds�Ù¼�� g(f(x)) 6= xs���. ��Ç¼#� Hausdor� /BNçß� X_Æ ÂÒì�r/BNçß� A = D [ fxg�̧ Hausdor�s���. Õªo��� D�� X_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼��
lA(D) = A \ 
lX(D) = A \X = As� $í
wn�
�#� D��H A_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës���. g Æ f jA : A ! Aü< idA : A ! A��H �̧¿ºg Æ f jD : D ! D ,! A_Æ (���5Åq���) SX��©�s���. ����"f ë�H℄j 7.1.22\� _ÆK� g Æ f jA = idAs���.Õª���X< g Æ f jA(x) = g(f(x)) 6= x = idA(x)s�Ù¼�� �̧í�Hs���.Nùý=� 7.1.25. (1) 0_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U(� R)\� �/
�#� 0 2 (�r; r) � U��� �ª�_Æ z�́�º rs��>rF���Ç��. Õª�Q��� r2 2 D \ Us�Ù¼�� D \ U 6= ?s���. ����"f 0 2 Ds� ÷&#Q D = Rs���.



66 =� 7 �Ék  }çX�ÎáºX�(2) R_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U\� �/
�#�f�1(U) = 8>>>>>><>>>>>>:(0;1); �1 =2 U; 1 2 U(�1; 0); �1 2 U; 1 =2 UD; �1; 1 2 U?; �1; 1 =2 Us�Ù¼�� f�1(U)��H D_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f f : D ! R��H ���5Åqs���.(3) ()
ÀÓZO�) f_Æ (���5Åq���) SX��©� ~f : R ! Rs� �>rF���Ç���� ��&ñ

���.(i) ~f(0) = 1��� �â
Äº��H (0; 2)��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß�, ( ~f)�1((0; 2)) = [0;1)�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���. s���H ~f�� ���5Åqs�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.(ii) ~f(0) = �1����â
Äº��H (�2; 0)��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß�, ( ~f)�1((�2; 0)) = (�1; 0℄�Ér R_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���. s���H ~f�� ���5Åqs�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.(iii) ~f(0) 6= 1;�1��� �â
Äº��H r = minfj ~f(0) � 1j; j ~f(0) � (�1)jg\� �/
�#� U = ( ~f(0) �r; ~f(0)+ r)�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß�, ( ~f)�1(U) = f0g�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���m���. s���H ~f�� ���5Åqs�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.����"f f_Æ SX��©� ~f��H �>rF�
�t� ·ú§��H��.7.2 àíÄ<��<O[j́P»Î àíÄ��<O[j́PNùý=� 7.2.1. T0-/BNçß� X�� �̧|	� (R)�̀� ëß�7á¤��Ç���� 
���. Äºo���H X�� T1-/BNçß�e���̀� ��s���� �)a��. e��_Æ_Æ "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 X\� �/
�#� X�� T0-/BNçß�s�Ù¼��x 2 U; y =2 U ¢̧��H x =2 U; y 2 U\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. Äºo���H x 2 U , y =2 Us��� 
���. Õª�Q��� U 
�Ér {���2³|9�½+Ës��� x =2 U 
s���. ��Ç¼#� X�� �̧|	� (R)�̀� ëß�7á¤
�Ù¼��x 2 V; U 
 �W; V \W = ?��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vü< W�� �>rF���Ç��. �8½̈�� y 2 U
s�Ù¼��x 2 V; y 2 W; V \W = ?s���. ����"f X��H Hausdor�s�Ù¼�� X��H T1-/BNçß�s���.Nùý=� 7.2.3. (1) (()���$�X��Ä»��Ç|9�½+Ës����X_Æ �̧��HÂÒì�r|9�½+Ës�Ä»��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� (X;Tf )��Hs�íß�/BNçß�s���. ����"f (X;Tf )��H &ñ
½©s���.



7.2 �_Ù-�ÒÎáºH[e°� �_Ù��ÎáºH[e 67()) (�/Äº) X��Áº��Ç|9�½+Ës������l� 7.1.8\�_ÆK� (X;Tf )��H Hausdor�����m���. ����"f(X;Tf )��H &ñ
½©�� ��m���.(2) (() ���$� X�� ��íß�|9�½+Ës���� X_Æ �̧��H ÂÒì�r|9�½+Ës� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� (X;T
)��H s�íß�/BNçß�s���. ����"f (X;T
)��H &ñ
½©s���.()) (�/Äº) X��q���íß�|9�½+Ës���� ��l� 7.1.8\�_ÆK� (X;T
)��H Hausdor��� ��m���. ����"f (X;T
)��H &ñ
½©�� ��m���.(3) (X;Tf )��H ��o��o��0px ) (X;Tf )��H &ñ
½© ) X��H Ä»��Ç|9�½+Ë ) (X;Tf )��H s�íß�/BNçß� ) (X;Tf )��H s�íß���o�/BNçß� ) (X;Tf )��H ��o��o��0px.(4) (X;T
)��H ��o��o��0px ) (X;T
)��H &ñ
½© ) X��H ��íß�|9�½+Ë ) (X;T
)��H s�íß�/BNçß�) (X;T
)��H s�íß���o�/BNçß� ) (X;T
)��H ��o��o��0px.Nùý=� 7.2.5. ���$� X�� &ñ
gË:s�Ù¼��x 2W; C � V; W \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V � W 
s��� W 
s� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� V � W 
s���. Õªo��� &ñ
o� 7.2.5\� _Æ
�#� x 2 U � U � W\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U���>rF���Ç��. Õªo��� V � W 
s��� W 
s� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� V � W 
s���. ����"f U \ V = ?s�Ù¼�� Uü< V�� Äºo��� "é¶
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Nùý=� 7.2.7. Äºo���H X�� �̧|	� (R)�̀� ëß�7á¤�<Ê�̀� ��s���� �)a��. ÅÒ#Q��� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< &h�x 2 U\� �/
�#� ÂÒì�r/BNçß� V x�� &ñ
gË:��� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Vx�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� x 2 U \ Vxs��� U \ Vx��H V x_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� V x�� &ñ
gË:s�Ù¼�� x 2W� � 
lV x(W�) � U \ Vx\��ëß�7á¤
���H V x_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W��� �>rF���Ç��. s�℄j W� = W \ V x\�� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËW�� �>rF�
�#� O = W \ Vx��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. �8½̈�� 
lV x(W�) = W � \ V xs� X_Æ {���2³|9�½+Ës��� O �W� � 
lV x(W�)s�Ù¼�� O � 
lV x(W�)s���. ����"fx 2 O � O � 
lV x(W�) � U \ Vx � U\�� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë O�� �>rF�
�Ù¼�� X��H �̧|	� (R)�̀� ëß�7á¤��Ç��.Nùý=� 7.2.9. (T1) �̧��H � 2 �\��/K�X��� T1s�Ù¼��$í
|9� 7.1.14\�_ÆK�Y�L/BNçß� (��2�X�;Tp)��H T1s���. Õªo��� Tp � Tbs�Ù¼�� ë�H℄j 7.1.2\� _ÆK� �©���/BNçß� (��2�X�;Tb)�̧ T1s���.(R) �©���/BNçß� (��2�X�;Tb)�©�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W 2 Tbü< &h� x = (x�) 2 W\� �/
�#�x 2 ��2�U� �W��� l�$�_Æ "é¶�è ��2�U� 2 Bb�� �>rF���Ç��. y��y��_Æ � 2 �\� �/
�#� U���HX�_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f x� 2 U�s��� X��� &ñ
gË:s�Ù¼�� x� 2 V�V � � U�\�� ëß�7á¤
���H X�_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ë V��� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V = ��2�V�(2 Bb)�Ér �©���/BNçß� (��2�X�;Tb)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f x 2 V = ��2�V� � V = ��2�V� = ��2�V � � ��2�U� �W



68 =� 7 �Ék  }çX�ÎáºX�\�� ëß�7á¤��Ç��($í
|9� 6.2.4 ����̧). ����"f �©���/BNçß� (��2�X�;Tb)�Ér &ñ
gË:s���.Nùý=� 7.2.11. ���$� X�� &ñ
½©s�Ù¼��A � U�; C � V �; U� \ V � = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�ü< V ��� �>rF���Ç��. ¢̧��Ç X�� &ñ
½©s�Ù¼��A � U � U � U�; C � V � V � V �\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V�� �>rF���Ç��. ����"f Uü< V�� Äºo��� "é¶
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Nùý=� 7.2.13. ���$� F1 \F2 \ � � � \ Fn = ?s�Ù¼�� F1õ� F2 \ � � � \ Fn�Ér "f���è��� {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� X�� &ñ
½©s�Ù¼��F1 � V1; F2 \ � � � \ Fn �W1; V1 \W1 = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë V1, W1s� �>rF���Ç��. Õªo��� F1 � U1 � U1 � V1�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U1s� �>rF�
�#� U1 \ F2 \ � � � \ Fn = ?�̀� ëß�7á¤��Ç��.��Ç¼#� F2ü< U1 \ F3 \ � � � \ Fns� &ñ
½©/BNçß� X_Æ "f���è��� {���2³|9�½+Ës�Ù¼��F2 � V2; U1 \ F3 \ � � � \ Fn �W2; V2 \W2 = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë V2, W2s� �>rF���Ç��. Õªo��� F2 � U2 � U2 � V2�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U2�� �>rF�
�#� U1 \ U2 \ F3 \ � � � \ Fn = ?�̀� ëß�7á¤��Ç��.s�℄j )
±ú�ZO� ��&ñ
Ü¼�� ��6£§�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U1; : : : ; Uk�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���.Fi � Ui; U1 \ � � � \ Uk \ Fk+1 \ � � � \ Fn = ?Õª�Q��� Fk+1ü< U1 \ � � � \ Uk \ Fk+2 \ � � � \ Fns� "f���è��� {���2³|9�½+Ës�Ù¼��Fk+1 � Vk+1; U1 \ � � � \ Uk \ Fk+2 \ � � � \ Fn �Wk+1; Vk+1 \Wk+1 = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vk+1, Wk+1s� �>rF���Ç��. Õªo��� Fk+1 � Uk+1 � Uk+1 � Vk+1�̀� ëß�



7.2 �_Ù-�ÒÎáºH[e°� �_Ù��ÎáºH[e 697á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uk+1�� �>rF�
�#�U1 \ � � �Uk+1 \ Fk+2 \ � � � \ Fn = ?�̀� ëß�7á¤��Ç��. ����"f �º�<Æ&h� )
±ú�ZO�\� _Æ
�#�Fi � Ui; U1 \ U2 \ � � � \ Un = ?�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U1; : : : ; Uns� �>rF���Ç��.Nùý=� 7.2.15. (1) ���$� y��y��_Æ X��� /BN|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� ��Ç &h� a� 2 X�\�� ×þ�
���. s�℄j e��_Æ_Æ ��&ñ
�)a �0 2 �\� �/K� X�0s� &ñ
gË:e���̀� ��s���. s�\�� 0AK�A� = 8<:X�0 ; � = �0fa�g; � 6= �0\� �/K� Y = ��2�A� � ��2�X��� 
���. Õª�Q��� Y�� &ñ
gË:/BNçß� ��2�X�_Æ ÂÒì�r/BNçß�s�Ù¼�� Y �̧ &ñ
gË:s���.s�℄j �<Ê�º f : X�0 ! Y , f(x) = (x�)\�� x� = 8<:x; � = �0a�; � 6= �0�� &ñ
_Æ
���. Õª�Q��� f��H��%ò
���©�_Æ »¡¤�è���©� ��0 j : Y ! X�0�̀� %i����©�Ü¼�� °ú���H 0A�©�1lx+þA���©�s���. ����"f Y �=X�0s��� Y�� &ñ
gË:s�Ù¼�� X�0�̧ &ñ
gË:s���.(2) ���$� y��y��_Æ X��� /BN|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� ��Ç &h� a� 2 X�\�� ×þ�
���. s�℄j e��_Æ_Æ ��&ñ
�)a�0 2 �\� �/K� X�0s� &ñ
½©e���̀� ��s���. s�\�� 0AK�A� = 8<:X�0 ; � = �0fa�g; � 6= �0\� �/K� Y = ��2�A� � ��2�X��� 
���. ��Ç¼#� Y�L/BNçß� �X�s� T1s�Ù¼�� ë�H℄j 7.1.14\�_ÆK� �̧��H X��̧ T1s���. ����"f ��Ç &h� |9�½+Ë fa�gs� X�_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A���H X�_Æ{���2³|9�½+Ës���. ����"f ��2£§&ñ
o� 6.1.27\� _ÆK� Y = ��2�A���H Y�L/BNçß� ��2�X�_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� &ñ
½©/BNçß�_Æ {���2³ÂÒì�r/BNçß��Ér &ñ
½©s�Ù¼�� Y��H &ñ
½©/BNçß�s���. s�℄j �<Ê�ºf : X�0 ! Y , f(x) = (x�)\�� x� = 8<:x; � = �0a�; � 6= �0�� &ñ
_Æ
���. Õª�Q��� f��H��%ò
���©�_Æ »¡¤�è���©� ��0 j : Y ! X�0�̀� %i����©�Ü¼�� °ú���H 0A�©�1lx+þA���©�s���. ����"f Y �= X�0s��� Y�� &ñ
½©s�Ù¼�� X�0�̧ &ñ
½©s���.



70 =� 7 �Ék  }çX�ÎáºX�Nùý=� 7.2.17. ¼#�_Æ�©� X = (R;T ), Y = (R;T )s��� 
���.(1) Òqt|ÄÌ.(2) e��_Æ_Æ "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 X\� �/K� x < ys��� 
���. Õªo��� p = x+y2 \� �/K�U = (x � 1; p)ü< V = (p; y + 1)��H l�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���, x 2 U , y 2 V ,U \ V = ?�̀� ëß�7á¤��Ç��. ����"f X��H Hausdor�s���.(3) ()
ÀÓZO�) Q 6= Xs��� ��&ñ

���. Õª�Q��� &h� x 2 X � Q�� �>rF���Ç��. Õªo��� X � Q��\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� x 2 B � X � Q��� l�$�_Æ "é¶�è B 2 B�� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õª���X< B��H Ä»o��º\�� �½Ó�©� �í�<Ê
���HX< X �Q��H Ä»o��º\�� �í�<Ê
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� �̧í�Hs���. ����"f Q = Xs���. (4) Q = [1n=1((�n; n) \ Q)s� l�$�_Æ "é¶�è[þt_Æ ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� ³ð�&³÷&Ù¼�� Q��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f Q
 = X � Q��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���.(5) Q
�Ér X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 0 =2 Q
s���. s�℄j Äºo���HQ
 � U; 0 2 V; U \ V = ?\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë U; V 2 T�� �>rF�
�t� ·ú§6£§�̀� ��s���� �)a��.s�\�� 0AK� Uü< V�� Q
 � U , 0 2 V\�� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� 0 2B1 � V\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è B1 2 Bs� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õªo��� B1s� #Q�"� +þAI���H0 2 (a; b) \ Q � V\�� ëß�7á¤
���H (a; b)�� �>rF���Ç��. s�℄j 
���_Æ Áºo��º q 2 (a; b)\�� ×þ�
���.Õª�Q��� q 2 Us�Ù¼�� q 2 B2 � U\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è B2 2 B�� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õªo��� q�� Áºo��ºs�Ù¼�� B2 = (
; d) +þAI�s�Ù¼�� q 2 (
; d) � U��� (
; d)�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� (a; b) \ (
; d)��H q\�� �í�<Ê
���H \P�Ǒ2;½̈çß�s�Ù¼�� Áº�ºy� ú́§�Ér Ä»o��º\�� �í�<Ê��Ç��. ����"f(
; d) \ ((a; b) \ Q) 6= ?s�Ù¼�� U \ V 6= ?s���.(6)���$� Q�� Ä»9þto�×¼/BNçß� Y_Æ �̧x9���ÇÂÒì�r|9�½+Ëe���̀��©�l�
���.Õªo��� f�����5Åqs�Ù¼��&ñ
o� 5.1.4\� _ÆK� f(Y ) = f(
lY (Q)) � 
lX(f(Q)) = 
lX(f0g)s���. Õª���X< (2)\� _ÆK� X��T1s�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë f0g�Ér X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
lX(f0g) = f0gs���. ����"f f(Y ) = f0gs�÷&#Q f � 0s���.(7) (3)\�_ÆK� Q��H X_Æ �̧x9���ÇÂÒì�r|9�½+Ës���.Õªo��� f�����5Åqs�Ù¼��&ñ
o� 5.1.4\�_ÆK�f(X) = f(
lX(Q)) � 
lY (f(Q)) = 
lY (f0g) = f0gs���. ����"f f(X) = f0gs� ÷&#Q f � 0s���. (8)���$� Q
�� Y_Æ �̧x9���ÇÂÒì�r|9�½+Ëe���̀��©�l�
���.Õªo��� f�����5Åqs�Ù¼��&ñ
o� 5.1.4\�_ÆK� f(Y ) = f(
lY (Q
 )) � 
lX(f(Q
 )) = 
lX(f0g)s���.Õª���X< (2)\�_ÆK� X�� T1s�Ù¼����Ç&h� |9�½+Ë f0g�Ér X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
lX(f0g) = f0gs���. ����"f f(Y ) = f0gs� ÷&#Q f � 0s���. (9) ()
ÀÓZO�) ëß���� f(p) 6= 0��� p 2 Q�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. s�℄j q = f(p)s��� 
���Æ = jqj4 ��
���.Õª�Q��� 0 =2 (q�Æ; q+Æ)s���.��Ç¼#� (q�Æ; q+Æ)�� q\���í�<Ê
���H Y_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� p 2 f�1((q�Æ; q+Æ)) 2 Ts���.����"f p 2 B1 � f�1((q�Æ; q+Æ))\��ëß�7á¤
���Hl�$�_Æ"é¶�è B1 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo��� B1s�#Q�"� +þAI���H p 2 (a; b)\Q � f�1((q� Æ; q+ Æ))\��



7.2 �_Ù-�ÒÎáºH[e°� �_Ù��ÎáºH[e 71ëß�7á¤
���H (a; b)�� �>rF���Ç��. s�℄j 
���_Æ Áºo��º x 2 (a; b)\�� ×þ�
���. Õª�Q��� f(x) = 0s�Ù¼�� (�Æ; Æ)��H f(x) = 0�̀� �í�<Ê
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�Q��� x 2 f�1((�Æ; Æ)) 2 Ts�Ù¼�� x 2 B2 � f�1((�Æ; Æ))\�� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è B2 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo��� x��Áºo��ºs�Ù¼�� B2 = (
; d) +þAI�s���. Õª�Q��� (a; b) \ (
; d)��H x\�� �í�<Ê
���H \P�Ǒ2;½̈çß�s�Ù¼�� Áº�ºy� ú́§�Ér Ä»o��º\�� �í�<Ê��Ç��. s� ×�æ 
���\�� y�� 
���� y 2 ((a; b) \ Q) \ (
; d)s�Ù¼��f(y) 2 (q � Æ; q + Æ) \ (�Æ; Æ)s���. Õª���X< s���H (q � Æ; q + Æ) \ (�Æ; Æ) = ?\� �̧í�Hs���.



72 =� 7 �Ék  }çX�ÎáºX�



V� 8 *�×¥o>Úr
Å℄Æ
8.1 �¾õ+òÀÞ¶Ä(
onne
tedness)Nùý=� 8.1.1. (1) ëß���� (X;T1)s� q�������s���� (X;T1)_Æ \P�Ǒ2;ì�ro� fU; V g�� �>rF���Ç��. Õªo��� T1 � T2s�Ù¼�� U; V 2 T2s� ÷&#Q U; V��H (X;T2)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f fU; V g��H(X;T2)_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��̧ ÷&Ù¼�� (X;T2)��H q�������s���.(2)��H (1)_Æ �/Äºs���.(3) (��l�1) X = fa; b; 
g, T1 = f?; Xg, T2 =s�íß�0A�©�.(��l�2) Ä»9þto�×¼/BNçß� (R;U )õ� 
��FG��Ç/BNçß� (R;Tl ).Nùý=� 8.1.3. (i) X��H ������s���: /BN|9�½+Ës� ����� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V��H �½Ó�©� 0�̀� �í�<Ê
�Ù¼�� 0 2 U \V 6= ?s���. ����"f X_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� �>rF�
�t� ·ú§��H��. Õª�QÙ¼�� X��H ������s���.(ii) ÂÒì�r/BNçß� Y = X � f0g��H q�������s���: U = f0; 1gü< V = R � f1g�Ér X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�Q��� U� = f1g = U \ Yü< V � = R � f0; 1g = V \ Y��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f1 2 U� 6= ?; 2 2 V � 6= ?; U� \ V � = ?; U� \ V � = Y\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f fU�; V �g��H ÂÒì�r/BNçß� Y_Æ \P�Ǒ2;ì�ro�s�Ù¼�� Y��H q�������s���.Nùý=� 8.1.5. ������º n 2 N\� �/
�#�Bn = A1 [A2 [ � � � [ Ans��� 
���.(i)Äºo���H���$��º�<Æ&h�)
±ú�ZO��̀���6 x
�#� Bn[þts�������e���̀���s���:���$� B1 = A1�Ér��&ñ
\� _Æ
�#� ������s���. s�℄j Bns� ������s����� ��&ñ

���. Õª�Q��� An \An+1 � Bn \An+1s�Ù¼�� Bn \ An+1 6= ?s���. Õªo��� An+1, Bns� ������s�Ù¼�� Bn+1 = Bn [ An+1�̧ ������s�73
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o� 8.1.19). ����"f �º�<Æ&h� )
±ú�ZO�\� _Æ
�#� �̧��H ������º n 2 N\� �/
�#� Bn�Ér ������s���.(ii) ��Ç¼#� S1n=1An = S1n=1Bns�Ù¼�� Äºo���H S1n=1Bns� ������e���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. Õª���X< B1 � B2 � � � � � Bn � � � �s�Ù¼�� 1\n=1Bn = B1 = A1 6= ?s���. (A1 \A2 6= ?s�Ù¼�� A1s� /BN|9�½+Ës� |̈
 �º \O���.) ����"f S1n=1Bn�̧ ������s���.Nùý=� 8.1.7. h = (idX ; f) : X ! X � Y , h(x) = (x; f(x))_Æ $í
ì�r��Ç�º�� �̧¿º ���5Åqs�Ù¼��h�̧ ���5Åqs���. ����"f X�� ������/BNçß�s�Ù¼�� f(X) = �(f)�̧ ������s���(&ñ
o� 8.1.11).Nùý=� 8.1.9. (i) ���$� (0; 1)ü< (0; 1℄s� 0A�©�1lx+þAs� ��_���̀� ��s���: ëß���� (0; 1)ü< (0; 1℄s� 0A�©�1lx+þAs��� ��&ñ

���� 0A�©�1lx+þA���©� g : (0; 1℄ ! (0; 1)�� �>rF���Ç��. Õªo��� s�℄j p = g(1) 2(0; 1)s��� 
���. Õª�Q��� »¡¤�è�<Ê�ºgj : (0; 1) = (0; 1℄� f1g ! (0; 1)� fpg�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s� ÷&Ù¼�� (0; 1) �= (0; 1)�fpgs���.Õª���X< (0; 1)�Ér ������s��� (0; 1)�fpg��Hq�������s�Ù¼�� �̧í�Hs���. ����"f (0; 1℄ � (0; 1)s���.(ii) s�℄j (0; 1)ü< [0; 1℄s� 0A�©�1lx+þAs� ��_���̀� ��s���: ëß���� (0; 1)ü< [0; 1℄s� 0A�©�1lx+þAs�����&ñ

���� 0A�©�1lx+þA���©� g : [0; 1℄! (0; 1)�� �>rF���Ç��. Õªo��� s�℄j p = g(1) 2 (0; 1)s��� 
���. Õª�Q��� »¡¤�è�<Ê�º gj : [0; 1) = [0; 1℄� f1g ! (0; 1)� fpg�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s� ÷&Ù¼�� [0; 1) �= (0; 1)�fpgs���. Õª���X< [0; 1)�Ér ������s��� (0; 1)�fpg��Hq�������s�Ù¼�� �̧í�Hs���. ����"f [0; 1℄ � (0; 1)s���.(iii) =åQÜ¼�� (0; 1℄ü< [0; 1℄s� 0A�©�1lx+þAs� ��_���̀� ��s���: ëß���� (0; 1℄ü< [0; 1℄s� 0A�©�1lx+þAs��� ��&ñ

���� 0A�©�1lx+þA���©� g : [0; 1℄ ! (0; 1℄�� �>rF���Ç��. s�℄j p = g(0); q = g(1) 2 (0; 1)s���
���� p 6= qs���. Õªo��� »¡¤�è�<Ê�ºgj : (0; 1) = [0; 1℄� f0; 1g ! (0; 1℄� fp; qg�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s� ÷&Ù¼�� (0; 1) �= (0; 1℄ � fp; qgs���. Õª���X< (0; 1)�Ér ������s��� (0; 1℄ �fp; qg��H q�������s�Ù¼�� �̧í�Hs���. ����"f [0; 1℄ � (0; 1℄s���.



8.1 ��ÓX�ÕǑ[Ù(CONNECTEDNESS) 75Nùý=� 8.1.11. ()
ÀÓZO�) X�� q�������s��� ��&ñ

���. Õª�Q��� X_Æ \P�Ǒ2;ì�ro� Uü< V�� �>rF���Ç��. ���$� Uü< V�� /BN|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� f(U)ü< f(V )��H /BN|9�½+Ës� ��m���. Õªo��� f�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� f(U)ü< f(V )��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ¢̧��Ç f�� �����s�Ù¼��f(U) [ f(V ) = f(U [ V ) = f(X) = Ys���. ��Ç¼#� Y�� ������s�Ù¼�� f(U) \ f(V ) 6= ?s� ÷&#Q�� ��Ç��. s�℄j y 2 f(U) \ f(V )�� 
���� f(u) = y, f(v) = y��� u 2 Uü< v 2 V�� �>rF�
�#� u; v 2 f�1(y)s���. ����"f ff�1(y) \U; f�1(y) \ V g��H f�1(y)_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� �)a��. s���H f�1(y)s� ������s�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.Õª�QÙ¼�� X��H ������s���.Nùý=� 8.1.13. ���$� A = f(x; sin 1x ) j 0 < xg; B = f(x; sin 1x ) j x < 0g�� 
���� 0A�©�1lx+þA���©� f : (0;1)! A; x 7! (x; sin 1x );f�1 = �1 : A! (0;1); (x; sin 1x) 7! x;g : (�1; 0)! B; x 7! (x; sin 1x );g�1 = �1 : B ! (�1; 0); (x; sin 1x ) 7! xs� �>rF�
�#� A �= (0;1)s��� B �= (�1; 0)s���. Õªo��� (0;1), (�1; 0)s� �̧¿º ������s�Ù¼��A, B�̧ �̧¿º ������s���. ��Ç¼#�A � f(0; 0)g [ A � A = (f0g � [�1; 1℄) [ A;B � f(0; 0)g [ B � B = (f0g � [�1; 1℄) [ Bs�Ù¼�� f(0; 0)g [ Aü< f(0; 0)g [ B��H ������s���. Õªo���(f(0; 0)g [A) \ (f(0; 0)g [ B) = f(0; 0)g 6= ?s�Ù¼�� X = (f(0; 0)g [A) [ (f(0; 0)g [ B)��H ������s���.Nùý=� 8.1.15. Rs� ������s��� Q
s� R_Æ ���ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� ë�H℄j 8.1.12\� _ÆK�X = (Q � R) [ (R � Q) = (R � R) � (Q
 � Q
 )�Ér ������s���.



76 =� 8 �Ék ��ÓX�ÕǑ[ÙNùý=� 8.1.17. (i)���$� (�1; 0)õ� (0;1)�©�_Æ RK_ÆÂÒì�r/BNçß�0A�©�s�Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß�0A�©�õ�°ú 6£§�̀���s���:s�\��0AK� U\��|9�½+Ë R�©�_Æ ��:�x0A�©�s���
���, TK\��|9�½+Ë R�©�_Æ K-0A�©�s��� 
���. Õªo��� Bü< BK\�� y��y�� Uü< TK_Æ l�$��� 
���. ¢̧��Ç X = (�1; 0),Y = (0;1)�� 
���.���$� U � TKs�Ù¼�� ¿º ÂÒì�r/BNçß�0A�©��Ér UX � (TK)Xs���. s�℄j ëß���� V 2 (BK)Xs���� V = (a; b) \ (�1; 0) ¢̧��H V = [(a; b)�K℄ \ (�1; 0)\�� ëß�7á¤
���H l�$� BK_Æ "é¶�è (a; b) ¢̧��H (a; b) �K�� �>rF���Ç��. Õª���X< (a; b) \ (�1; 0)ü<[(a; b)�K℄ \ (�1; 0)��H �̧¿º (
; d) 2 B +þAI�s�Ù¼�� BX � (BK)Xs���. ����"f (TK)X �UXs���. Õª�QÙ¼�� (TK)X = UXs���.¢̧��Ç U � TKs�Ù¼�� ¿º ÂÒì�r/BNçß�0A�©��Ér UY � (TK)Ys���. s�℄j V 2 (BK)Ys���x 2 V�� 
���. Õª�Q���x 2 V = (a; b) \ (0;1) ¢̧��H x 2 V = [(a; b)�K℄ \ (0;1)\�� ëß�7á¤
���H l�$� BK_Æ "é¶�è (a; b) ¢̧��H (a; b)�K�� �>rF���Ç��. ���$� V = (a; b) \ (0;1)����â
Äº��H V = (
; d) 2 B +þAI�s�Ù¼�� V 2 BYs���. s�℄j V = [(a; b) �K℄ \ (0;1)��� �â
Äº\��Òqty��
���. ëß���� x > 1s���� x 2 (
; d) = (a; b) \ (1;1) � V��� (
; d) 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo���0 < x < 1s���� 1n < x < 1n+1���������º n 2 Ns� �>rF�
�#� x 2 (
; d) = (a; b)\( 1n ; 1n+1 ) � V���(
; d) 2 B�� �>rF���Ç��. ����"f &ñ
o� 3.2.9\� _ÆK� (TK)Y � UYs���. Õª�QÙ¼�� (TK)Y =UYs���.(ii) Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß� X = (�1; 0), Y = (0;1)�� �̧¿º ������s�Ù¼�� (i)\� _ÆK� RK_Æ ÂÒì�r/BNçß� Xü< Y �̧ �̧¿º ������s���.(iii) s�℄j RK�� ������e���̀� ��s���: ���$� 0 2 X = 
lRK(X)s��� 0 2 Y = 
lRK(Y )e���̀���s���. 0 2 (a; b)��� l�$�_Æ "é¶�è (a; b) 2 BK\� �/
�#� (a; b) \ X 6= ?, (a; b) \ Y 6= ?s���. ¢̧��Ç 0 2 (a; b) � K��� l�$�_Æ "é¶�è (a; b) � K 2 BK\� �/
�#� [(a; b) � K℄ \ X 6= ?,[(a; b)�K℄ \ Y 6= ?s���. ����"f 0 2 Xs��� 0 2 Ys���.��Ç¼#� Xü< Y��������s��� X � X[f0g � X, Y � Y [f0g � Ys�Ù¼�� X[f0gü< Y [f0g��H�̧¿º ������s���. Õªo��� 0 2 (X [ f0g)\ (Y [ f0g) 6= ?s�Ù¼�� RK = (X [ f0g)[ (Y [ f0g)�̧������s���.Nùý=� 8.1.19. ()
ÀÓZO�) ëß���� C \ �A = ?s��� ��&ñ

����C \ AÆ = C \ A; C \ e(A) = C \ (X �A)s���. ����"f fC \ A;C \ (X �A)g��H C_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� �)a��. s���H C�� ������s�����H ��&ñ
\��̧í�Hs���.



8.2 ��ÓX�ÕǑ[Ù }ç(CONNECTED COMPONENT) 77Nùý=� 8.1.21. �̧��H ������º k\� �/K�Ck = f(x; y) 2 R2 j y = 1kx; 0 � x � 1g;D = f(1; 0)g�� 
���. Õª�Q��� Ä»9þto�×¼/BNçß� R2_Æ ÂÒì�r/BNçß� X = ([1k=1Ck)[D��H ������/BNçß�s���. s�℄j ������º n\� �/K� An = ([1k=nCk) [D�� 
���� An�Ér X_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���A1 � A2 � � � � � An � An+1 � � � �s���. 
�t�ëß� \1n=1An = f(0; 0); (1; 0)g�Ér q�������s���.
8.2 �¾õ+òÀÞ¶Ätë�(
onne
ted 
omponent)Nùý=� 8.2.1. ()
ÀÓZO�) Xü< Y�� 0A�©�1lx+þAs��� ��&ñ

���. Õª�Q��� 0A�©�1lx+þA���©� f : Y ! X���>rF���Ç��. s�℄j Y_Æ ��î�rX< &h� b 2 Y\�� ×þ�
�#� a = f(b) 2 X�� 
���. Õª�Q��� »¡¤�è���©�f j : Y � fbg ! X � fag�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� Y � fbgü< X � fag�̧ "f�� 0A�©�1lx+þAs���.Õª���X< Y �fbg_Æ������$í
ì�r�Ér 3>hs���, X �fag_Æ������$í
ì�r�Ér ú́§���� 2>hs�Ù¼�� �̧í�Hs���.����"f Xü< Y��H 0A�©�1lx+þAs� ��m���.Nùý=� 8.2.3. (i) C, G, L, N, S��H "f�� 0A�©�1lx+þAs���.(ii) D, O��H "f�� 0A�©�1lx+þAs���.(iii) E, F, T��H "f�� 0A�©�1lx+þAs���.(iv) A, R��H "f�� 0A�©�1lx+þAs���.(v) B, K, P, X��H "f�� 0A�©�1lx+þA��� �̄	s� \O���.Nùý=� 8.2.5. (1) "f�� ��ǑÉr ¿º &h� 1; 2 2 R�̀� ì�ro�
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ës� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ½̈�̂&h�Ü¼�� ¿º \P�Ǒ2;|9�½+Ë U , V�� 1 2 U , 2 2 Vs���� Uü< V�� /BN|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� 0 2 U , 0 2 Vs���. ����"f U \ V 6= ?s���.(2) /BN|9�½+Ës� ����� e��_Æ_Æ ¿º \P�Ǒ2;|9�½+Ë U , V\� �/K� 0 2 U , 0 2 Vs�Ù¼�� U \ V 6= ?s���. ����"f X_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� X��H ������s���.(3) U = [0;1); V = (�1; 0℄ 2 Ts�Ù¼�� U� = (0;1), V � = (�1; 0)�Ér ÂÒì�r/BNçß�X � f0g_Æ \P�Ǒ2;ì�ro�s���. ����"f ÂÒì�r/BNçß� X � f0g�Ér ������s� ��m���.(4) e��_Æ_Æ &h� x 2 X �f0g\� �/K� f0; xg 2 Ts�Ù¼�� fxg = f0; xg\ (X �f0g)�Ér ÂÒì�r/BNçß� X � f0g_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f ÂÒì�r/BNçß� X � f0g�Ér s��©�0A�©��̀� °ú���H��. Õª�QÙ¼�� ÂÒì�r/BNçß� X � f0g_Æ ������$í
ì�r�Ér �̧��H ��Ç &h� |9�½+Ë[þts���.



78 =� 8 �Ék ��ÓX�ÕǑ[ÙNùý=� 8.2.7. Rl_Æ\P����$í
ì�r�Ér �̧��H��Ç&h�|9�½+Ë[þts���:ëß���� A � Rl��¿º&h�s��©�Ü¼��s�ÀÒ#Q��� ÂÒì�r|9�½+Ës���� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� a; b 2 A�� �>rF���Ç��. Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t� ·ú§�� a < b��½+É �º e����. Õª�Q��� U = (�1; b)\Aü< V = [b;1)\A��H A_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� ÷&Ù¼�� A��H ������s� ��m���. ����"f Rl_Æ \P����$í
ì�r�Ér ��Ç &h� |9�½+Ë[þt ÷�rs���.Nùý=� 8.2.9. Q2_Æ \P����$í
ì�r�Ér �̧��H ��Ç &h� |9�½+Ë[þts���:()
ÀÓZO�) ¿º &h� s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� �������)a ÂÒì�r|9�½+Ë A � Q2�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� (a; b); (
; d) 2 A�� �>rF�
�#� a 6= 
 ¢̧��H 6= ds���. Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t�·ú§�� a 6= 
s��� a < 
s��� ½+É �º e����. ¢̧��Ç ��%ò
���©��1 : Q2 = Q � Q ! Q; �1(x; y) = xs� ���5Åqs�Ù¼�� B = �1(A) � Q��H ¿º &h� s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. :£¤Z>�y�a; 
 2 Bs���. ��Ç¼#� Áºo��º_Æ �̧x9�$í
\� _ÆK� a < p < 
\�� ëß�7á¤
���H Áºo��º p 2 Q
�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� U = (�1; p)\Bü< V = (p;1)\B��H B_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� ÷&Ù¼�� B��H ������s� ��m���. s���H B�� ������s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���. ����"f Q2_Æ \P����$í
ì�r�Ér ��Ç &h� |9�½+Ë[þt ÷�rs���.Nùý=� 8.2.11. f : X ! Y�� �������� ���5Åq���©�s�Ù¼�� »¡¤�è���©�f j : X � f�1((0; 0))! Y � f(0; 0)g�̧ �������� ���5Åq���©�s���. Õªo��� ë�H℄j 8.2.10\� _ÆK� Y � f(0; 0)g�� 4>h_Æ ������$í
ì�r�̀� ��t�Ù¼�� X� f�1((0; 0))��H &h�#Q�̧ 4>h_Æ������$í
ì�r�̀� ��4R�� ��Ç��. ����"f f�1((0; 0))��H &h�#Q�̧[j &h��̀� �í�<Ê
�#��� ��Ç��.Nùý=� 8.2.13. (1) \P�Ǒ2;|9�½+Ë A
s� ��íß�>h_Æ \P�Ǒ2;½̈çß�[þt_Æ ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� ³ð�&³÷&Ù¼�� A_Æ ������$í
ì�r C��H ��Ç &h� |9�½+Ë fpgs����� {���2³½̈çß� [a; b℄ (�1; a℄, [a;1) g1J ×�æ 
���s���. ���$�C = fpg��� �â
Äº��H p 2 C \ �(A)s���, �� Qt� �â
Äº��H a 2 C \ �(A)s���.(2) ���$� Ai = ?s���� C = R�� ×þ�
���� �)a��. s�℄j Ai 6= ?s��� 
���. Õªo��� Aj 6=?(i 6= j)s��� 
���. Õª�Q��� Rs� &ñ
½©s�Ù¼�� Ai � U , Aj � V\�� ëß�7á¤
���H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë U , V�� �>rF���Ç��. s�℄j ��Ç &h� x 2 Aj � V �̀� ×þ�
�#� C\�� x\�� �í�<Ê
���H V_Æ ������$í
ì�rs��� 
���. Õª�Q��� V�� ��íß�>h_Æ \P�Ǒ2;½̈çß�[þt_Æ ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� ³ð�&³÷&Ù¼�� C��H {���2³½̈çß�s��)a��. Õªo��� {©����y� C \ Ai = ?s��� C \ Aj 6= ?s���. ��Ç¼#� (1)\� _ÆK� C \ �(V ) 6= ?s��� Aj � V � (V )Æs�Ù¼�� [C \ �(V )℄ \ Aj = ?s���. ����"f e��_Æ_Æ &h� y 2 C \ �(V )\�� ×þ�
� 9 y\�� �í�<Ê
���H Ä»{9���Ç Ak(k 6= i; j)�� �>rF�
�#� C \ Ak 6= ?s���. (�����: C \ Aj 6= ?,C \ Ak 6= ?s���.)(3) ()
ÀÓZO�) &h�#Q�̧ ¿º >h_Æ Ans� /BN|9�½+Ës� ��m��� ��&ñ

���. ���$� (2)\� _Æ
�#� C1 \A1 = ?s��� &h�#Q�̧ ¿º >h_Æ An\� �/
�#� C1 \ An 6= ?��� {���2³½̈çß� C1s� �>rF���Ç��. s�℄j C1 \ An�Ér C1_Æ �©����� "f���è��� {���2³|9�½+Ë[þt��"f C1 = [1n=1(C1 \ An)s��� &h�#Q�̧ ¿º



8.2 ��ÓX�ÕǑ[Ù }ç(CONNECTED COMPONENT) 79>h_Æ C1 \ Ans� /BN|9�½+Ës� ��m���. ����"f (2)ü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� {���2³½̈çß� C2 � C1s� �>rF�
�#� C2 \ (C1 \ A2) = C2 \ A2 = ?s��� &h�#Q�̧ ¿º >h_Æ C2 \ (C1 \ An) = C2 \ Ans�/BN|9�½+Ës� ��m���. s�ü< °ú �Ér ~½ÓZO��̀� >�5Åq 
���� Äºo���H {���2³½̈çß�[þt_Æ �º\P� Cns� �>rF�
�#�Cn � Cn+1s��� Cn \An = ?s���. Õª�Q��� C = \1n=1Cn�Ér /BN|9�½+Ës� ����� {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< C \ An = ?(8n)s�Ù¼��C = C \ R = C \ ([1n=1An) = [1n=1(C \An) = ?s� ÷&#Q �̧í�Hs���.(4) ÅÒ#Q��� Di\� �/K�Ai =8>>>>>><>>>>>>:Di; p; q =2 Di(�1; p℄ [Di; p 2 Di; q =2 DiDi [ [q;1); p =2 Di; q 2 Di(�1; p℄ [Di [ [q;1); p; q 2 Dis��� 
���� Ai��H R_Æ {���2³|9�½+Ës���, fAig��H �©����� "f���ès��� s�[þt_Æ ½+Ë|9�½+Ë�Ér Rs� �)a��.Õª�Q��� (3)\� _ÆK� éß� 
���_Æ Ak��H Rs��� s�\�� ℄jü���Ç �� Qt� Ai��H /BN|9�½+Ës���. Õªo���Ai_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� Dk = [p; q℄s��� s�\�� ℄jü���Ç �� Qt� Di��H /BN|9�½+Ës���.Nùý=� 8.2.15. (1) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� y 2 Yü< y_Æ ��H~½Ó N\� �/
�#� y 2 U � N��� y_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF���Ç��. Õªo��� p�� �����s�Ù¼�� f(x) = y��� x 2 X�� �>rF���Ç��. ¢̧��Ç p�� ���5Åqs�Ù¼�� p�1(U)��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� X�� ²DG�è������s�Ù¼�� x 2 V � p�1(U)��� �������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ë V�� �>rF���Ç��. �8½̈�� p�� �����s�Ù¼��y = p(x) 2 p(V ) � p(p�1(U)) = U � N�̀� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� p�� ���5Åq��� \P�Ǒ2;���©�s��� V�� �������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� p(V )�̧ �������)a\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f Y��H ²DG�è������s���.(2) &ñ
o� 8.2.11\� _ÆK� Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U_Æ ������$í
ì�r C�� \P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀� ��s���� �)a��. s�℄j »¡¤�è���©� pj : p�1(U) ! U\�� Òqty��
���. e��_Æ_Æ &h� x 2 p�1(C) � p�1(U)\� �/K� X��²DG�è������s�Ù¼�� p�1(U)_Æ ������$í
ì�r Cx��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� p�� �����s�Ù¼�� p(x) 2p(p�1(C)) = Cs��� Cp(x) = Cs���. ¢̧��Ç p�� ���5Åqs�Ù¼�� p(Cx)��H ������s��� p(Cx) �Cp(x) = Cs���. Õª�QÙ¼�� Cx � p�1(C) � p�1(U)s���. ����"f p�1(C) = [fCx j x 2p�1(C)g��H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� p�� {���2³���©�s�Ù¼�� p(p�1(C)
)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< p(p�1(C)
) = p(p�1(C
)) = C
s�Ù¼�� C��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f &ñ
o� 8.2.11\� _ÆK� Y��H ²DG�è������s���.



80 =� 8 �Ék ��ÓX�ÕǑ[ÙNùý=� 8.2.17. ��m��̧. X��H &h� (0; 0)\�"f ²DG�è������s� ��m���.8.3 �¾õ+òÀÞ¶ÄÂÔ C¹�C¶�Nùý=� 8.3.1. X\�� q�������/BNçß�s��� ��&ñ

���� X_Æ \P�Ǒ2;ì�ro� fU; V g�� �>rF���Ç��. Õªo��� U 6=?, V 6= ?s�Ù¼�� a 2 U , b 2 V�� �>rF���Ç��. s�℄jf : X ! X; f(x) = 8<:b; x 2 Ua; x 2 Vs��� 
���. Õª�Q��� X_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W\� �/
�#�f�1(W ) =8>>>>>><>>>>>>:?; a; b =2 WV; a 2W; b =2WU; a =2W; b 2WX; a; b 2 Ws�Ù¼�� f��H ���5Åqs���. Õªo��� U \ V = ?s�Ù¼�� f��H ��&ñ
&h��̀� °ú�t� ·ú§��H��.Nùý=� 8.3.3. Ä»9þto�×¼/BNçß� R�Ér ������s��� f : R ! R, f(x) = x+ 1�Ér ��&ñ
&h��̀� °ú�t� ·ú§��H ���5Åq���©�s���.Nùý=� 8.3.5. f : S1 ! [a; b℄�� �������� ���5Åq���©�s�Ù¼�� »¡¤�è���©� f j : S1 � f�1(
) ! [a; b℄ �f
g�̧�������� ���5Åq���©�s���. Õªo��� [a; b℄�f
gs� q�������s�Ù¼�� S1� f�1(
)�̧ q�������s� ÷&#Q����Ç��. (�=��
����ëß���� S1�f�1(
)��������s�����&ñ

���� f j(S1�f�1(
)) = [a; b℄�f
g�̧������s�÷&#Q �̧í�Hs���.) ����"f f�1(
)��H ¿º &h� s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ës� ÷&#Q�� ��Ç��.Nùý=� 8.3.7. (1)���$�X = Rn�Qne���̀�Ä»_Æ
���.Õªo��� Qns���íß�|9�½+Ës�Ù¼��&ñ
o� 8.3.5\�_ÆK� X��H ������s���.(2) ���$� Y = (Q
 )ne���̀� ÅÒ_Æ
���. s�℄jU = fx = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Y j x1 > 0g;V = fx = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Y j x1 < 0gs��� 
���� fU; V g��H X_Æ \P�Ǒ2;ì�ro�s���. ����"f X��H q�������s���.



8.4 X�Õ��ÓX�ÕǑ[Ù(PATH CONNECTEDNESS) 818.4 ¡óÀ�¾õ+òÀÞ¶Ä(path 
onne
tedness)Nùý=� 8.4.1. (1) (2) �p�� 0A�©�/BNçß� X�©�_Æ 1lxu��'a>�s�Ù¼�� $í
|9� 1.3.3\� _ÆK� $í
wn���Ç��.(3) Px��H x\�� �í�<Ê
���H ���©� 	�H U�́�������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���: A\�� x\�� �í�<Ê
���H X_Æ U�́�������)a ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ &h� y 2 A\� �/
�#� A�� U�́������s�Ù¼�� U�́� : I ! A s: t: �(0) = x; �(1) = y�� �>rF���Ç��. ����"f x �p ys�Ù¼�� y 2 Pxs���. Õª�QÙ¼�� A � Pxs���.(4) e��_Æ_Æ U�́�������)a ÂÒì�r|9�½+Ë�Ér 
���_Æ U�́������$í
ì�r\� �í�<Ê�)a��: A\�� X_Æ U�́�������)a ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. Õªo��� x 2 As��� 
���. Õª�Q��� (3)\� _ÆK�"f A � Pxs���, (1)\� _ÆK� s��Q��Ç Px��H Ä»{9�
���.(5)0A�©�1lx+þA���¿º0A�©�/BNçß��Ér°ú �Ér>h�º_ÆU�́������$í
ì�r�̀�°ú���H��:¿º0A�©�/BNçß� Xü< Y��0A�©�1lx+þAs��� 
���. Õª�Q��� 0A�©�1lx+þA���©� f : X ! Y�� �>rF���Ç��. ���$� e��_Æ_Æ &h� x 2 X\��/
�#� f(Px) = Pf(x)e���̀� ��s���. &ñ
o� 8.4.7õ� (3)\� _Æ
�#� f(Px)��H Y_Æ U�́�������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õªo��� f(x) 2 f(Px)s�Ù¼�� (3)\� _Æ
�#� f(Px) � Pf(x)s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��(f�/��� f�1\�� Òqty��
����) f�1(Pf(x)) � Pf�1(f(x)) = Pxe���̀� ��{9� �º e��Ü¼Ù¼�� Pf(x) = f(f�1(Pf(x))) � f(Px)s���. ����"f f(Px) = Pf(x)s���.Äºo���H °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� e��_Æ_Æ &h� y 2 Y\� �/
�#� f�1(Py) = Pf�1(y)e���̀� ��{9� �º e����.s�℄j ���©� � : fPx j x 2 Xg ! fPy j y 2 Y g; �(Px) = Pf(x)�� ���éß���e���̀� ��s���� �)a��. ëß���� �(Px1) = �(Px2)s����� ��&ñ

���� &ñ
_Æ\� _ÆK� Pf(x1) =Pf(x2)s�Ù¼�� f(Px1) = f(Px2)s���. ����"fPx1 = f�1(f(Px1)) = f�1(f(Px2)) = Px2s�Ù¼�� ���Héß���s���.Õªo��� Y_Æe��_Æ_Æ������$í
ì�r Py\��/
�#� f�������s�Ù¼�� f(x) = y���x 2 X�� �>rF�
�#� �(Px) = Pys���. Õª�QÙ¼�� ���H �����s���. ����"f ���H ���éß���s���. :£¤Z>�y� ��1(Py) = Pf�1(y)s���.



82 =� 8 �Ék ��ÓX�ÕǑ[ÙNùý=� 8.4.3. X��H U�́������s���. ½̈�̂&h�Ü¼�� ��6£§õ� °ú s� U�́�̀� ¹1Ô�̀� �º e����.(i) (p; u); (q; v) 2 Q � R��� �â
Äº:� : I ! X; �(t) = 8>>><>>>:(p; (1� 3t)u); 0 � t � 13((2� 3t)p+ (3t� 1)q; 0); 13 � t � 23(q; (3t� 2)v); 23 � t � 1��¿º&h� (p; u)ü< (q; v)\��e±	��H X�©�_ÆU�́s���.�������·¡­e�����̧&ñ
o�(pasting lemma)\�_ÆK� ���H ���5Åqs��� (p; u)! (p; 0)! (q; 0)! (q; v)��� U�́s���.(ii) (u; p); (v; q) 2 R � Q��� �â
Äº:� : I ! X; �(t) = 8>>><>>>:((1� 3t)u; p); 0 � t � 13(0; (2� 3t)p+ (3t� 1)q); 13 � t � 23((3t� 2)v; q); 23 � t � 1�� ¿º &h� (u; p)ü< (v; q)\�� e±	��H X�©�_Æ U�́s���. ������� ���H (u; p) ! (0; p) ! (0; q) !(v; q)��� U�́s���.(iii) (p; u) 2 Q � R, (v; q) 2 R � Q��� �â
Äº:
 : I ! X; 
(t) = 8<:(p; (1� 2t)u+ 2tq); 0 � t � 12((2� 2t)p+ (2t� 1)v; q); 12 � t � 1�� ¿º &h� (p; u)ü< (q; v)\�� e±	��H X�©�_Æ U�́s���. ������� 
��H (p; u) ! (p; q) ! (v; q)���U�́s���.Nùý=� 8.4.5. ()
ÀÓZO�) Xü< Y�� 0A�©�1lx+þAs��� ��&ñ

���. Õªo��� f : Y ! X\�� 0A�©�1lx+þA���©�s���
���.s�℄j&h� 0 = (0; 0) 2 Y\��/K� a = f(0)s���
���.Õª�Q���»¡¤�è���©� f j : Y�f0g !X � fag�̧ 0A�©�1lx+þAs���. Õª���X< s���H Y � f0g��H q�U�́������s��� X � fag��H U�́������s�����H��z�́\� �̧í�Hs���.Nùý=� 8.4.7. U\�� |9�½+Ë R�©�_Æ ��:�x0A�©�s��� 
���. Õª�Q��� Tf � Us��� ��:�x(Ä»9þto�×¼)/BNçß� (R;U )�� U�́������s�Ù¼�� ë�H℄j 8.4.6\� _ÆK� (R;Tf )�̧ U�́������s���.Nùý=� 8.4.9. (1) �̧��H #�Ä»��Ç/BNçß��Ér T1s�Ù¼�� ë�H℄j 8.4.8\� _ÆK� (X;Tf )��H U�́������s� ��m���.



8.4 X�Õ��ÓX�ÕǑ[Ù(PATH CONNECTEDNESS) 83(2) #�l�"f I = [0; 1℄��H Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß�s���. Õªo��� X�� q���íß� |9�½+Ës������5Åq�̂ ��[O�s� $í
wn���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� X�� q���íß�|9�½+Ës�Ù¼��, ���5Åq�̂ ��[O�\� _ÆK�,
ard(X) � 
s���. Õªo��� 
ard(I) = 
s�Ù¼�� éß����<Ê�º f : I ! X�� �>rF���Ç��.s�℄j e��_Æ�� ÅÒ#Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� a; b 2 X\� �/K� S = f(I) [ fa; bg � Xs��� 
����
ard(S) = 
 = 
ard(I)s���. ����"f S � Is�Ù¼�� ���éß����<Ê�º g : I ! S�� �>rF���Ç��. Õª�Q���(X;Tf )_ÆÂÒì�r/BNçß� S\��/K� g : I ! S��H���5Åqs���. (*�=��
����ëß���� C�� S_Æ{���2³|9�½+Ës���� C = Ss�����Ä»��Ç|9�½+Ës���.Õªo��� g�����éß���s�Ù¼�� f�1(C)��H Is�����Ä»��Ç|9�½+Ës���.����"f f�1(C)��H I_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f g��H ���5Åqs���.) s�℄j p = g�1(a), q = g�1(b)s��� 
���. Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t� ·ú§�� p < qs��� ½+É �º e����. Õªo���� : I = [0; 1℄! [p; q℄; �(t) = (1� t)p+ tqs��� 
���� ���H 0A�©�1lx+þA���©�s��� �(0) = p, �(1) = qs���. s�℄j �í�<Ê���©� i : S ,! (X;Tf )\��/K� � = i Æ g Æ � : I = [0; 1℄ �! [p; q℄ g! S i,! (X;Tf ); �(t) = g(�(t))��H ���5Åq���©�s��� �(0) = a, �(1) = bs���. Õª�QÙ¼�� ���H a�� ÂÒ'� bÆ�t�_Æ (X;Tf )�©�_Æ U�́s���. ����"f (X;Tf )��H U�́������s���.Nùý=� 8.4.11. �̧��H ������º n 2 N\� �/
�#�Cn = f( 1n ; y) 2 R2 j 0 � y � 1g = f 1ng � [0; 1℄;C0 = f(0; y) 2 R2 j 0 � y � 1g = f0g � [0; 1℄;B = f(x; 0) 2 R2 j 0 � x � 1g = [0; 1℄� f0gs��� 
���. Õª�Q��� 0A�©� �º�<Æ��_Æ 
±	 /BNçß��ÉrC = ( 1[n=0Cn) [ B�� ³ð�&³�)a��.s�℄j 
±	 /BNçß� C�� U�́������e���̀� ��s���. ��"î

�>� Cn, C0, B��H �̧¿º [0; 1℄õ� 0A�©�1lx+þAs�Ù¼�� Cn, C0, B[þt�Ér �̧¿º U�́������s���. s�℄j y��y��_Æ n 2 N [ f0g\� �/
�#�An = Cn [ B�� Z�~Ü¼��� Cn \ B 6= ?s�Ù¼�� An�̧ U�́������s���. ¢̧��Ç1\n=0An = B 6= ?; 1[n=0An = C



84 =� 8 �Ék ��ÓX�ÕǑ[Ùs�Ù¼�� &ñ
o� 8.4.5\� _ÆK� 
±	 /BNçß� C��H U�́������s���.��Ç¼#� 
±	 /BNçß� C��H &h� (0; 1)\�"f ²DG�èU�́������s� ��m���.Nùý=� 8.4.13. f : X ! Y\��¿º0A�©�/BNçß� Xü< Y ��s�_Æ0A�©�1lx+þA���©�s���
���.Õªo��� X\��²DG�èU�́������s��� 
���. s�℄j Äºo���H Y�� ²DG�èU�́������e���̀� ��s���� �)a��. s�\�� 0AK� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� y 2 Yü< y_Æ ��H~½Ó N\� �/K� f�1(N) � X��H x = f�1(y)_Æ ��H~½Ós� �)a��. Õªo���X�� ²DG�èU�́������s�Ù¼�� x 2 V � f�1(N)�̀� ëß�7á¤
���H U�́�������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ë V�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� f�� 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� f(V )�̧ U�́�������)a \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f y 2 f(V ) � N�̀� ëß�7á¤��Ç��.����"f Y �̧ ²DG�èU�́������s���.Nùý=� 8.4.15. (i) �̧��H Cn�Ér S1õ� 0A�©�1lx+þAs�Ù¼�� U�́������s���. Õªo��� 0 2 \1n=1Cn 6= ?s�Ù¼�� X = [1n=1Cn��H U�́������s���.(ii) ���$� "é¶&h�s� ����� &h� xü< x_Æ ��H~½Ó N\� �/
�#� Ø�æì�ry� ����Ér �ª�_Æ z�́�º rs� �>rF�
�#� x 2 U = B(x; r) \ X � Ns��� U��H (U�́���������) >h½̈çß�õ� 0A�©�1lx+þAs�Ù¼�� U�́�������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.��Ç¼#� "é¶&h� 0_Æ ��H~½Ó N\� �/
�#�Ø�æì�ry� ����Ér �ª�_Æz�́�º rs� �>rF�
�#� x 2 U = B(x; r)\X � Ns��� U��H Ä»��Ç>h_Æ >h½̈çß� �̧�ª�õ� Áº��Ç>h_Æ "é¶�̧�ª�_Æ ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� s�ÀÒ#Q��� U�́�������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f X��H ²DG�èU�́������s���.Nùý=� 8.4.17. (1) X_Æ ÂÒì�r|9�½+ËA = f(x; sin 1x ) j 0 < x � 4g; B = f(x; sin 1x ) j �4 � x < 0g\� �/
�#� A �= (0; 4℄, B �= [�4; 0)s�Ù¼�� Aü< B��H �̧¿º ������s���. ÕªA�"f 
lX(A) = A [f(0; 0)g, 
lX(B) = f(0; 0)g�̧������s��� 
lX(A)\ 
lX (B) 6= ?s�Ù¼�� X = 
lX(A)[ 
lX(B)�̧������s���.(2) &h� (0; 0)\�"f ²DG�è������s� ��m���.(3) A_Æ &h�õ� B_Æ &h��̀� ������
���H U�́s� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� U�́������s� ��m���.(4) X��H U�́������s� ��m��� [�4; 4℄��H U�́������s�Ù¼�� Xü< [�4; 4℄��H 0A�©�1lx+þAs� ��m���.



V� 9 *�×�É�g9
ç�
9.1 âHÁS��|� ©óÂ®"�Nùý=� 9.1.1. Äºo���H ¿º>h_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë_Æ ½+Ë|9�½+Ës� (��Øþ�àÔe���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. s�\�� 0AK� Aü< B\�� 0A�©�/BNçß� X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� 
���. ÅÒ#Q��� A [B_Æ \P�Ǒ2;W=�>h fU�g�2�\� �/
�#� A; B � A [B � [�2�U�s�Ù¼�� fU�g��H A, B �̧¿º_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õªo��� A, B�� (��Øþ�àÔ
�Ù¼��A � U�1 [ � � � [ U�n ; B � U
1 [ � � � [ U
m�̀� ëß�7á¤
���H fU�g_Æ ¿º Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h fU�1 ; : : : ; U�ngü< fU
1 ; : : : ; U
mgs� �>rF���Ç��. ����"f A [ B � U�1 [ � � � [ U�n [ U
1 [ � � � [ U
ms���. Õª�QÙ¼�� A [ B��H (��Øþ�àÔs���.Nùý=� 9.1.3. (~½ÓZO� 1) ���$� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß�_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë�Ér {���2³|9�½+Ëe���̀� �©�l�
���. ����"f Äºo���H Rs� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� A = [0; 1℄ \ Q�� R_Æ {���2³|9�½+Ës� ��_���̀� ��s���� �)a��. Õª���X< A = [0; 1℄ 6= As�Ù¼�� A��H R_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���. ÕªA�"f A��H (��Øþ�àÔ�� ��m���. (~½ÓZO� 2) ���$� A = [0; 1℄ \ Qs��� 
���. Õªo��� 0 < r < 1��� Áºo��º r�̀� ×þ�
���. Õª�Q���f(�1; r � 1n ) \ A j n 2 Ng [ f(r + 1n; 2) \A j n 2 Ng��H ÂÒì�r/BNçß� A_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��.85



86 =� 9 �Ék .íÖÊ����Nùý=� 9.1.5. (1) ¿º &h� a; b 2 X\� �/K�a 2 U; b 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H U; V 2 T�� �>rF�
�t� ·ú§��H��.(2) ���$� A�� (��Øþ�àÔe���̀� ��s���. U\�� A_Æ e��_Æ_Æ \P�o�W=�>h�� 
���. Õª�Q��� a 2 As�Ù¼�� a 2 U\�� ëß�7á¤
���H U 2 U�� �>rF���Ç��. s��Q��Ç U��H (T _Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�) Y [ fag, X ×�æ
���s���. Õª�QÙ¼�� A � Us���. ����"f A��H (��Øþ�àÔs���. Äºo���H °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� B�̧ (��Øþ�àÔe���̀� ��{9� �º e����.(3) ���$� A \ B = Ys���. ffyg j y 2 Y g��H Y_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß�, Y�� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼��Ä»��ÇÂÒì�rW=�>h��H �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f Y = A \ B��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.Nùý=� 9.1.7. (1) Un = [0; 1� 1n )s��� 
���� fUng1n=2��H [0; 1)_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õª���X< s��Q��Ç\P�Ǒ2;W=�>h\� �/��Ç Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h�� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f ÂÒì�r/BNçß� [0; 1)�Ér (��Øþ�àÔ�� ��m���.(2) [0; 1℄�Ér (��Øþ�àÔ�� ��m���. )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�l� 0AK� [0; 1℄s� (��Øþ�àÔ�� ��&ñ

���. Õª�Q��� [0; 1) = [0; 1℄� [1; 2)s�Ù¼�� [0; 1)s� (��Øþ�àÔ/BNçß� [0; 1℄_Æ {���2³|9�½+Ës� ÷&Ù¼�� [0; 1)�̧ (��Øþ�àÔs���. s���H (1)\� �̧í�Hs���.���� ½̈�̂&h�Ü¼�� (1)_Æ Un\� �/K� f[1; 2)g [ fUng1n=2��H [0; 1℄_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t�·ú§��H��.(3) A = f0g [ f 1n j n 2 Ng��H (��Øþ�àÔs���. ½̈�̂&h�Ü¼�� U\�� Rl_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt�� s�ÀÒ#Q��� A_Æ W=�>h�� 
���. Õª�Q��� 0 2 A � [fU j U 2 U gs�Ù¼�� 0 2 U0��� U0 2 U�� �>rF���Ç��.Õª�QÙ¼�� 0 2 [a; b) � U0��� l�$�_Æ "é¶�è [a; b)�� �>rF�
�#� a � 0 < bs���. s�℄j 1k < b��� ������º k 2 N�̀� ×þ�
���� f0g [ f 1n j n � kg � U0s���. Õªo��� y��y��_Æ i = 1; : : : ; k � 1\� �/K�1i 2 Ui��� Ui 2 U�� �>rF�
�Ù¼�� A � [k�1i=0 Ui�� ÷&#Q A��H (��Øþ�àÔs���.(4) B = f0g [ f� 1n j n 2 Ng��H (��Øþ�àÔ�� ��m���. ½̈�̂&h�Ü¼�� Un = [� 1n ;� 1n+1 ), U0 =[0; 1)s���
���.Õª�Q��� U = fUk j k = 0; 1; 2; 3; : : :g�Ér Rl_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt�� s�ÀÒ#Q��� B_Æ W=�>hs�t�ëß�, Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��. ����"f B��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.Nùý=� 9.1.9. (1) (i) ���$� X�� Ä»��Ç|9�½+Ës���� (X;T
)�� (��Øþ�àÔ��� �̄	�Ér ��"î

���.(ii) s�℄j X�� Áº��Ç|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� X_Æ Áº��Ç��� ��íß� ÂÒì�r|9�½+Ë D = fan 2 X jn 2 Ng�� �>rF���Ç��. s�℄j �̧��H ������º k\� �/
�#� Ck = fak; ak+1; ak+2; : : :g��H ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� {���2³|9�½+Ës���. ¢̧��Ç \1k=1Ck = ?s��� fCkg��H Ä»��Ç �§|9�½+Ë �̧|	��̀� ëß�7á¤��Ç��. ����"ffC
k j k 2 Ng�Ér (X;T
)_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��. ����"f (X;T
)��H(��Øþ�àÔ�� ��m���.(2) (~½ÓZO� 1) Äºo���H K = f([a; b℄)�� ��Ç &h� |9�½+Ëe���̀� ��s���� �)a��. )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�l� 0AK� K = f([a; b℄)�� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x, y\�� �í�<Ê��Ç���� ��&ñ

���. ���$� f�� ���5Åqs��� [a; b℄��U�́������s���(��Øþ�àÔ
�Ù¼��K = f([a; b℄)�̧U�́������s���(��Øþ�àÔ
���.K��(��Øþ�àÔ
�Ù¼�� (1)\�



9.1 .íÖÊ���� �̀×�7  87_ÆK� K��H Ä»��Ç|9�½+Ës��� x; y 2 Ks���. ��Ç¼#� fxgõ� K � fyg�Ér �̧¿º ��íß�(Ä»��Ç)|9�½+Ës�Ù¼��K_Æ /BN|9�½+Ës� ����� {���2³|9�½+Ës���. ÕªA�"f fxgõ� K � fyg�Ér K_Æ ({���2³) ì�ro��� ÷&#Q K��H������s� ��m���. ����"f K��H U�́�������̧ ��m���. s���H �̧í�Hs���.(~½ÓZO� 2) Äºo���H K = f([a; b℄)�� ��Ç &h� |9�½+Ëe���̀� ��s���� �)a��. ���$� f�� ���5Åqs��� [a; b℄��������s��� (��Øþ�àÔ
�Ù¼�� K = f([a; b℄)�̧ ������s��� (��Øþ�àÔ
���. Õª���X< K�� (��Øþ�àÔ
�Ù¼��(1)\� _ÆK� K��H Ä»��Ç|9�½+Ës���. Õªo��� K�� ������s�Ù¼�� K��H q���íß�|9�½+Ë ¢̧��H ��Ç &h� |9�½+Ës���. ����"f K��H ��Ç &h� |9�½+Ës� ÷&#Q�� ��Ç��.(3) f : R ! (X;T
)�� ���5Åq���©�s��� 
���. s�℄j e��_Æ_Æ ¿º &h� p; q 2 R\� �/K� »¡¤�è���©�f j : [p; q℄ ! (X;T
)�̧ ���5Åqs�Ù¼�� (2)\� _ÆK� f j��H �©��º�<Ê�ºs���. ����"f f(p) = (f j)(p) =(f j)(q) = f(q)s���. ����"f f��H �©��º���©�s���.(4) (i) ���$� X�� ��Ç &h� |9�½+Ës���� (X;T
)�� U�́��������� �̄	�Ér ��"î

���.(ii) s�℄j X�� ¿º &h� s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ës��� 
���. Õªo��� x; y 2 X\�� "f�� ��ǑÉr ¿º&h�s��� 
���. Õª�Q��� (2)\� _ÆK� ¿º &h� xü< y\�� e±	��H U�́(���5Åq���©�)� : [0; 1℄! (X;T
) s: t: �(0) = x; �(1) = ys� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f (X;T
)��H U�́������s� ��m���.Nùý=� 9.1.11. (1) f(�n;1) j n 2 Ng�Ér X_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß�, Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��.(2) (i) ëß���� U\�� N_Æ \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. Õª�Q��� 1 2 N � [fV j V 2 U gs�Ù¼�� 1 2 V�\��ëß�7á¤
���H V� 2 U�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V� = (a;1)s��� a < 1s�#Q�� 
�Ù¼�� N � V� =(a;1)s���. ����"f fV�gs� U_Æ Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>hs���. Õª�QÙ¼�� N��H (��Øþ�àÔs���.(ii) s�℄j N_Æ �̀�í\�� ½̈
���. 0A�©� T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� X_Æ {���2³|9�½+Ë�Ér R, ? s�����(�1; x℄(x 2 R) +þAI� ÷�rs���. s� ×�æ\�"f N�̀� �í�<Ê
���H �̄	�Ér R ÷�rs�Ù¼�� N = R = Xs���.Õª�QÙ¼�� (1)\� _ÆK� N��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.(3)ëß����U\�� A_Æ\P�Ǒ2;W=�>h��
���.Õª�Q��� 1 2 A � [fV j V 2 U gs�Ù¼�� 1 2 V�\��ëß�7á¤
���H V� 2 U�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V� = (a;1)s��� a < 1s�#Q�� 
�Ù¼�� A � V� = (a;1)s���. ����"f fV�gs� U_Æ Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>hs���. Õª�QÙ¼�� A��H (��Øþ�àÔs���.(4) U = f(1� 1n ;1) j n 2 Ng�Ér B_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��. ����"f B��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.Nùý=� 9.1.13. Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß� X = f0g [ f 1n j n 2 Ng.Nùý=� 9.1.15. ������� X��H 
ompa
t Hausdor� /BNçß�s�Ù¼�� &ñ
½©s���.(1) X 0 = X 6= ?s�Ù¼�� X��H &h�#Q�̧ 
���_Æ �FG��Ç&h��̀� °ú���H��. Õªo��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� X��H Áº��Ç|9�½+Ës� ÷&#Q�� ��Ç��. s�℄j )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�l� 0AK� X\�� ��íß�|9�½+Ës��� ��&ñ

��� X = fxn j n 2 Ngs��� 
���.



88 =� 9 �Ék .íÖÊ�������$� U1 = X�� 
���. Õªo��� X�� &ñ
½©s��� X � fx1gs� x2_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼��x2 2 U2 � U2 � X � fx1g � U1 = X\�� ëß�7á¤
���H x2_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U2�� �>rF���Ç��. Õªo��� x2�� �FG��Ç&h�s�Ù¼�� U2��H Áº��Ç|9�½+Ës���. ����"f U2 � fx1; x2g�̧ Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� xn2 2 U2 � fx1; x2g�� �>rF���Ç��. ÕªA�"f U2 �fx1; x2g�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� xn2 2 U3 � U3 � U2 � fx1; x2g\�� ëß�7á¤
���H xn2_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U3�� �>rF���Ç��. ��ðøÍ��t��� xn2�� �FG��Ç&h�s�Ù¼�� U3��H Áº��Ç|9�½+Ës���. ����"f U3 � fx1; x2; x3g�̧ Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� xn3 2 U3 � fx1; x2; x3g�� �>rF���Ç��. ÕªA�"f U3 � fx1; x2; x3g�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��xn3 2 U4 � U4 � U3 � fx1; x2; x3g\�� ëß�7á¤
���H xn3_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U4�� �>rF���Ç��. s�ü< °ú �Ér ~½ÓZO��̀� >�5Åq
�#� Äºo���H ��6£§�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �º\P� Un�̀� %3�%3���;Un+1 � Un; xn =2 Un+1; Un 6= ?:Õª�Q��� Un�Ér 
ompa
ts��� Un+1 � Uns�Ù¼�� fUng�Ér Ä»��Ç �§|9�½+Ë �̧|	��̀� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� X�� 
ompa
ts�Ù¼�� \1n=1Un 6= ?s���. Õª���X< �̧��H ������º n\� �/K� xn =2 Un+1s�Ù¼��\1n=1Un = ?s� ÷&#Q �̧í�Hs���.(2)Äºo���He��_Æ��ÅÒ#Q���/BN|9�½+Ës������\P�Ǒ2;|9�½+Ë U � X\��/
�#� U\(\1n=1An) 6= ?e���̀� ��s���� �)a��. ���$� A1s� �̧x9�
�Ù¼�� U \ A1 6= ?s���. Õª�Q��� x 2 U \ A1s� �>rF�
���U \ A1s� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� x 2 B1 � B1 � U \ A1��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë B1s� �>rF���Ç��. Õª�Q��� B1�Ér /BN|9�½+Ës� ����� (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� A2�� �̧x9�
�Ù¼�� B1 \ A2��H /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��B2 � B2 � B1 \ A2��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë B2�� �>rF���Ç��. Õªo��� B2�Ér /BN|9�½+Ës� ����� (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. °ú �Ér ~½ÓZO��̀� >�5Åq
���� Äºo���H Bn 6= ?;Bn�Ér (��Øþ�àÔ;Bn � Bn � Bn�1 \ An



9.1 .íÖÊ���� �̀×�7  89�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e�� fBngn2N�̀� %3��̀� �º e����. Õªo���B1 � B2 � � � � � Bn � Bn+1 � � � �s�Ù¼�� fBng�ÉrÄ»��Ç�§|9�½+Ë �̧|	��̀�ëß�7á¤��Ç��.Õª���X< X��(��Øþ�àÔs�Ù¼�� \1n=1Bn 6= ?s���.����"f B1 � U \A1s��� Bn � Ans�Ù¼�� \1n=1Bn � U \ (\1n=1An)s�÷&#Q U \ (\1n=1An) 6=?s���.(3) Bn = A
n�Ér \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f Bn = A
n = (AÆn)
 = ?
 = Xs���. ����"f (2)\� _ÆK�X = \1n=1Bn = \1n=1A
n = ([1n=1An)
 = [([1n=1An)Æ℄
s� ÷&#Q ([1n=1An)Æ = ?s���.Nùý=� 9.1.17. ���$� f�� ���5Åqs��� X�� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� f(X)��H X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo���X�� /BN|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� f(X)�̧ /BN|9�½+Ës� ��m���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� f2(X) = f(f(X))�̧ /BN|9�½+Ës� ����� (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���, f(X) � Xs�Ù¼�� f2(X) = f(f(X)) � f(X)s���. s�ü< °ú �Ér~½ÓZO��̀� >�5Åq
���� Äºo���H /BN|9�½+Ës� ����� (��Øþ�àÔ|9�½+Ë[þt_Æ �º\P� fn(X) = f(fn�1(X))s�f(X) � f2(X) � � � � � fn(X) � fn+1(X) � � � ��̀� ëß�7á¤�<Ê�̀� ·ú� �º e����. Õªo��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� A = \1n=1fn(X)��H /BN|9�½+Ës� ��m���. Õªo��� K�� Hausdor� /BNçß� X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ¢̧��Ç ë�H℄j 9.1.16(2)\� _ÆK�f(A) = f(\1n=1fn(X)) = \1n=1f(fn(X)) = \1n=2fn(X) = A\�� ëß�7á¤��Ç��.Nùý=� 9.1.19. K\�� Y_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� 
���. Õªo��� U = fU�g�2�\�� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt��s�ÀÒ#Q��� f�1(K)_Æ W=�>h�� 
���. s�℄j y��y��_Æ y 2 K\� �/
�#� f�1(y)s� X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� f�1(y) � f�1(K) �[fU j U 2 U gs�Ù¼�� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h U�1(y); : : : ; U�n(y)(y) 2 U�� �>rF�
�#� f�1(y) � [n(y)i=1 U�i(y)s���. Õªo��� f�� {���2³���©�s�Ù¼�� ����� 5.2.9\� _Æ
�#�y 2 Vy ; f�1(y) � f�1(Vy) � [n(y)i=1 U�i(y)\�� ëß�7á¤
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vy�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V = fVy j y 2 Y g��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt�� s�ÀÒ#Q��� K_Æ W=�>hs��� K��(��Øþ�àÔs�Ù¼�� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h Vy1 ; : : : ; Vyk 2 Vs� �>rF�
�#�



90 =� 9 �Ék .íÖÊ����K � [kj=1Vyjs� �)a��. ����"ff�1(K) = f�1( k[j=1 Vyj ) = k[j=1 f�1(Vyj ) � k[j=1 n(yj)[i=1 U�i(yj)s� ÷&#Q U��H Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>hfU�i(yj) j j = 1; 2; : : : k; 1 � i � n(yj)g\�� ��t�Ù¼�� f�1(K)��H (��Øþ�àÔs���.Nùý=� 9.1.21. (i) ���$� n = 1��� �â
Äº\�� ¶ú�(R����. fU1gs� X_Æ W=�>hs�Ù¼�� U1 = X�� ÷&#Q����Ç��. ����"f Äºo���H K1 = X�� ×þ�
���� �)a��.(ii) s�℄j n = 2����â
Äº\�� ¶ú�(R����. fU1; U2g\�� X_Æ\P�Ǒ2;W=�>h�� 
���.Õª�Q��� U 
2�Ér(��Øþ�àÔ/BNçß� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� (��Øþ�àÔs��� U 
2 � U1s���. Õªo��� X�� &ñ
½©s�Ù¼�� U
2 � V �V � U1�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë V�� �>rF���Ç��. s�℄j K1 = V , K2 = V 
s��� 
���� K1õ�K2�� �̧¿º (��Øþ�àÔ/BNçß� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� (��Øþ�àÔs���. {©����y� K1 � U1, K2 � U2s���.Õªo��� K
2 � K1s�Ù¼�� K1 [K2 = Xs���.(iii)s�℄j{9�ìøÍ&h�����â
Äº\��¶ú�(R����. fU1; : : : ; Ung�̀�X_Æ\P�Ǒ2;W=�>h��
���.Õªo���W2 =[ni=2Uis��� 
���. Õª�Q��� fU1;W2gs� X_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼�� (ii)\� _ÆK�K1 � U1; X2 �W2 = [ni=2Ui; K1 [X2 = X\�� ëß�7á¤
���H X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K1õ� X2�� �>rF���Ç��.s�℄j y��y��_Æ i � 2\� �/K� U2i = Ui \ X2s��� 
���� U2i � Uis���. Õª�Q��� X_Æ ÂÒì�r/BNçß� X2��H (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs��� fU22 ; : : : ; U2ng�Ér X2_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. ·ú¡\�"fü< °ú s�W3 = [ni=3U2is��� 
���� fU22 ;W3gs� X2_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼�� (ii)\� _ÆK�K2 � U22 ; X3 �W3; K2 [X3 = X2\�� ëß�7á¤
���H X2_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K2õ� X3s� �>rF���Ç��. {©����y� K2ü< X3�Ér X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� K2 � U2; X3 � [ni=3Ui; K1 [K2 [X3 = Xs���.°ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� y��y��_Æ i � 3\� �/K� U3i = Ui \ X3s��� 
���� U3i � Uis���. Õª�Q���X_ÆÂÒì�r/BNçß� X3��H (��Øþ�àÔ
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs��� fU33 ; : : : ; U3ng�Ér X3_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õªo���W4 = [ni=4U3is��� 
���� fU33 ;W4gs� X3_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼�� (ii)\� _ÆK�K3 � U33 ; X4 �W4; K3 [X4 = X3
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���H X3_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K3õ� X4�� �>rF���Ç��. {©����y� K3ü< X4�Ér X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� K3 � U3; X4 � [ni=4Ui; K1 [K2 [K3 [X4 = Xs���.s�ü< °ú �Ér ~½ÓZO��̀� >�5Åq
����(7£¤, �º�<Æ&h� )
±ú�ZO��̀� &h�6 x
����) Äºo���HK1 � U1; K2 � U2; : : : ; Kn�1 � Un�1;Xn � Un;K1 [ � � � [Kn�1 [Xn = X\�� ëß�7á¤
���H X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K1; : : : ;Kn�1; Xn�̀� %3��̀� �º e����. s�℄j ��t�}��Ü¼�� Kn =XnÜ¼�� Z�~Ü¼��� �)a��.Nùý=� 9.1.23. ��l� 9.1.9\� _ÆK� Äºo���H ? 6= A � [a; b℄��� |9�½+Ë A\� �/
�#�glb(A) 2 [a; b℄; lub(A) 2 [a; b℄e���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. A 6= ?s��� X�� &ñ
§>=|9�½+Ës�Ù¼�� glb(A) 2 As���. ����"f glb(A) 2[a; b℄s���.s�℄j lub(A) 2 Ae���̀� ��s���. b��H A_Æ �©�>�s���. ����"f X\�"f_Æ A_Æ �©�>�[þt_Æ �̧e��B = fx 2 X j x��H A_Æ �©�>�g��H /BN|9�½+Ës� ����� &ñ
§>=|9�½+Ë X_Æ ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f glb(B) 2 Bs���. Õªo��� b 2 Bs�Ù¼�� glb(B) � bs���. ��Ç¼#� a��H |9�½+Ë A_Æ 
�>�s�Ù¼�� a � glb(B)s���. Õª�QÙ¼�� lub(A) =glb(B) 2 [a; b℄s���.9.2 Ty
hono� àíÄ�� yNùý=� 9.2.1. y��y��_Æ �\� �/
�#� ��%ò
���©� �� : ��2�X� ! X�s� ���5Åqs��� ��2�X�s� (��Øþ�àÔ
�Ù¼�� s�_Æ �©� X� = ��(��2�X�)��H (��Øþ�àÔs���.Nùý=� 9.2.3. (1) ���$� I�� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� Ty
hono� &ñ
o�\� _ÆK� Y�L/BNçß� (I!;Tp)��H (��Øþ�àÔs���. (2)s�℄j�©���/BNçß� (I!;Tb)s�(��Øþ�àÔ����_���̀���s���.ÅÒ#Q���&h� x = (x1; x2; : : :) 2 I!\��/
�#� ��6£§õ� °ú �Ér I!_Æ ÂÒì�r|9�½+ËU(x; 12) = (x1 � 12 ; x1 + 12) \ I � � � � � (xn � 12 ; xn + 12) \ I � � � �
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���. Õª�Q��� U(x; 12 )��H &h� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. ����"f U = fU(x; 12 ) j x 2 I!g��H�©���/BNçß� (I!;Tb)_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. s�℄j U�� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§6£§�̀� ��s���. ëß����U(x1; 12 ); : : :, U(xk; 12 )\�� U_Æ e��_Æ_Æ Ä»��Ç ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���, xi = (xi1; xi2; : : :)�� ³ð�&³
���. s�℄j y��y��_Æ i = 1; : : : ; k\� �/
�#� &h� yi 2 I � (xii � 12 ; xii + 12 )\�� ×þ�
���. Õª�Q��� &h�y = (y1; : : : ; yk; 0; 0; 0; : : :) 2 I!s�t�ëß� y =2 [ki=1U(xi; 12 )s���. ����"f U��H Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t�·ú§��H��.(3) s�℄j ��ǑÉr/BNçß� (I!;T��)s� (��Øþ�àÔ�� ��_���̀� ��s���. ÅÒ#Q��� &h� x 2 I!\� �/
�#�B��(x; 13 ) � U(x; 12 )s���. ����"f I!_Æ \P�Ǒ2;W=�>h V = fB��(x; 13 ) j x 2 I!g��H Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��.9.3 �®Fò���s�<O[j́P Rn9FVÂÔ âHÁS��|�Nùý=� 9.3.1. Q�� R_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� Heine-Borel &ñ
o�\� _Æ
�#� Q��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.Nùý=� 9.3.3. (1) f : S1 ! R\�� ���5Åq���©�s��� 
���. Õª�Q��� S1s� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� f(S1)�̧ (��Øþ�àÔs���. Õª���X< Rs� (��Øþ�àÔ�� ��m�Ù¼�� f(S1) 6= Rs���. ����"f f��H ������� ��m���.(2) éß������ ���5Åq���©� f : S1 ! R�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� f(S1)�Ér R_Æ (��Øþ�àÔs��� �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õª���X< R_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ë�ÉrR; (�1; b); (a;1); (�1; b℄; [a;1); (a; b); (a; b℄; [a; b); [a; b℄; fag×�æ 
���s���. s� ×�æ (��Øþ�àÔ��� �̄	�Ér [a; b℄ü< fags���. Õª���X< f�� éß���s��� S1s� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� f(S1)�̧ Áº��Ç|9�½+Ës� ÷&#Q f(S1) = [a; b℄�� ÷&#Q�� ��Ç��. Õªo��� S1s� (��Øþ�àÔs���[a; b℄�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� f : S1 ! [a; b℄��H 0A�©�1lx+þA���©�s� �)a��. ����"f S1õ� [a; b℄�� 0A�©�1lx+þAs� �)a��. s���H S1õ� [a; b℄�� 0A�©�1lx+þAs� ��m�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.Nùý=� 9.3.5. X\�� ¿º &h� s��©�Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� �������)a (��Øþ�àÔ Hausdor�/BNçß�s��� 
���. Äºo���H&ñ
o� 9.3.11\� _ÆK� X�� ��wn�&h��̀� °ú�t� ·ú§6£§�̀� ��s���� �)a��. )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�l� 0AK� X����wn�&h� p\�� °ú���H���� ��&ñ

���. Õª�Q��� fpg��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� fpg��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f ? $ fpg $ X��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ë���fpg�� �>rF�
�Ù¼�� &ñ
o� 8.1.4\� _ÆK� X��H q�������s���. s���H �̧í�Hs���. ����"f X��H ��wn�&h��̀� °ú�t� ·ú§��H��.Nùý=� 9.3.7. X��H Ä»9þto�×¼/BNçß� R2_Æ Ä»>���� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� Heine-Borel &ñ
o�\� _Æ
�#�X��H (��Øþ�àÔs���.
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_Æ\� _ÆK� ? 2 T s���. Õªo��� (R2 )
 = ?s� (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� R2 2Ts���.(ii) U� 2 T (� 2 �)�� 
���. Õª�Q��� ([�U�)
 = \�U
�s�Ù¼�� ([�U�)
��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë[þt_Æ �§|9�½+Ës���. ����"f ([�U�)
��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� [�U� 2Ts���.(iii) U; V 2 T�� 
���. Õª�Q��� U 
ü< V 
s� �̧¿º (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� (U \V )
 = U
 [ V 
�̧ (��Øþ�àÔs���. ÕªA�"f U \ V 2 Ts���.����"f (i), (ii), (iii)\� _ÆK� T��H |9�½+Ë R2�©�_Æ 0A�©�s���.(2) ëß���� U 2 Ts���� U
s�
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß� (R2 ;U )_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� U 
�Ér (R2 ;U )_Æ{���2³|9�½+Ës���. ����"f U��H (R2 ;U )_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� U 2 Us���.(3) ()
ÀÓZO�) 0A�©�/BNçß� (R2 ;T )�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ���� ��&ñ

���. Õª�Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º &h�x = (�1; 0)õ� y = (1; 0)\� �/
�#�x 2 U; y 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H U; V 2 T �� �>rF���Ç��. Õªo��� U 6= ?s��� V 6= ?s�Ù¼��, T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�, (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë Eü< F�� �>rF�
�#� U = R2 �E, V = R2 � F\�� ëß�7á¤��Ç��.ÕªA�"f R2 = ?
 = (U \ V )
 = U 
 [ V 
 = E [ Fs���.Õª���X< E[F��H (R2 ;U )_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës�t�ëß�, R2��H (R2 ;U )_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës���m�Ù¼�� �̧í�Hs���.(4) ()
ÀÓZO�) (R2 ;T )s� q�������s����� ��&ñ

���. Õª�Q��� (R2 ;T )_Æ \P�Ǒ2;ì�ro� U; V 2 T���>rF�
�#� U 6= ?; V 6= ?; U \ V = ?; U [ V = R2\�� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� U 6= ?s��� V 6= ?s�Ù¼��, T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�, (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë Eü< F�� �>rF�
�#� U = R2 �E, V = R2 � F\�� ëß�7á¤��Ç��. ÕªA�"fR2 = ?
 = (U \ V )
 = U
 [ V 
 = E [ Fs���.Õª���X< E[F��H (R2 ;U )_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës�t�ëß�, R2�Ér (R2 ;U )_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës���m�Ù¼�� �̧í�Hs���.(5) fU�g�2�\�� (R2 ;T )_Æ \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. Õªo��� U�0 6= ?��� �0 2 �\�� ×þ�
���. Õª�Q���
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_Æ\� _ÆK� U�0 = R2 �K��� (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#�R2 = U�0[([�6=�0U�)s�Ù¼��K = U
�0 � [�6=�0U�s���.��Ç¼#� T � Us�Ù¼�� �̧��H U���H��:�x/BNçß� (R2 ;U )_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.����"f �1; : : : ; �n 2 ��f�0gs��>rF�
�#� K = U 
�0 � U�1[� � �[U�n�̀�ëß�7á¤��Ç��. Õª�QÙ¼�� R2 = U�0 [ U 
�0 = U�0 [ U�1 [ � � � [ U�ns���. ����"f (R2 ;T )��H (��Øþ�àÔs���.(6) ���$� A��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� A
�Ér (R2 ;T )_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���. ����"f A��H (R2 ;T )_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���.s�℄j A�� (R2 ;T )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ëe���̀� ��s���: ÅÒ#Q��� A_Æ \P�Ǒ2;W=�>h fU� 2 T j � 2�g\� �/K� A 6= ?s�Ù¼�� U�0 6= ?�̀� ëß�7á¤
���H �0 2 ��� �>rF���Ç��. T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�U
�0��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� A�� (R2 ;U )_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A \U
�0�Ér(R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë U
�0_Æ {���2³|9�½+Ës� ÷&#Q A\U
�0��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���.��Ç¼#� T � Us��� A \ U
�0 � [�6=�0U�s�Ù¼�� 0A�©�/BNçß� (R2 ;U )�©�\�"f fU� j � 6=�0g��H(��Øþ�àÔ|9�½+Ë A\U
�0_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õª�QÙ¼�� A\U 
�0 � U�1 [ � � � [U�n�̀� ëß�7á¤
���H �i 6= �0(i = 1; 2; : : : ; n)s� �>rF���Ç��. ����"f A � U�0 [U�1 [ � � � [U�ns� ÷&#QA��H (R2 ;T )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���.(7) ���$� A�� (R2 ;U )_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. A_Æ ÅÒ#Q��� \P�Ǒ2;W=�>h fU� 2 T j � 2 �g\��/K� A 6= ?s�Ù¼�� U�0 6= ?�̀� ëß�7á¤
���H �0 2 ��� �>rF���Ç��. T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�U
�0��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� A�� (R2 ;U )_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A \U 
�0�Ér(R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ë U
�0_Æ {���2³|9�½+Ës� ÷&#Q A\U 
�0��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���.��Ç¼#� T � Us��� A \ U
�0 � [�6=�0U�s�Ù¼�� 0A�©�/BNçß� (R2 ;U )�©�\�"f fU� j � 6=�0g��H(��Øþ�àÔ|9�½+Ë A\U
�0_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õª�QÙ¼�� A\U
�0 � U�1 [ � � � [U�n�̀� ëß�7á¤
���H �i 6= �0(i = 1; 2; : : : ; n)s� �>rF���Ç��. ����"f A � U�0 [U�1 [ � � � [U�ns� ÷&#QA��H (R2 ;T )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���.s�℄j A�� (R2 ;U )_Æ{���2³|9�½+Ës���m�������&ñ

���.Õª�Q���&h� p 2 A0�A���>rF�
��� ������º n\� �/K� Cn = fx 2 R2 j kx� pk � 1ngs��� 
���� Cns� (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� Un = R2 �Cn��H (R2 ;T )_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� p =2 As�Ù¼�� fUng�Ér A_ÆT -\P�Ǒ2;W=�>hs���. Õª�Q�� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h��H �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f A��H (R2 ;T )_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës� ��m���.(8) �/Äº\�� ��6 x
���� Äºo���H ��6£§s� "f��1lxu�e���̀� ��s���� �)a��.(a0) A��H (R2 ;T )_Æ q�������|9�½+Ës���.



9.3 �£�å¶X�w�ÎáºH[e RN�Ék4É .íÖÊ���� 95(b0) A��H (R2 ;U )_Æ Ä»>�s��� q�������|9�½+Ës���.���$� A�� (R2 ;T )_Æ q�������|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� T � Us�Ù¼�� (R2 ;T )_Æ ÂÒì�r/BNçß� A_Æ \P�Ǒ2;ì�ro� fUA; VAg��H (R2 ;U )_Æ ÂÒì�r/BNçß� A_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� �)a��. ����"fA��H (R2 ;U )_Æ q�������|9�½+Ës���.��Ç¼#� A�� (R2 ;T )_Æ q�������|9�½+Ës�Ù¼�� A_Æ \P�Ǒ2;ì�ro� fUA; VAg�� �>rF���Ç��. ÕªA�"f UA = A \ U , VA = A \ V\�� ëß�7á¤
���H /BN|9�½+Ës� ����� U; V 2 T�� �>rF���Ç��. Õªo��� ? = UA \ UB = A \ (U \ V )s�Ù¼�� A � (U \ V )
 = U
 [ V 
s���. Õª���X< U 
ü<V 
�� (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� Ä»>�s���. ����"f A�̧ Ä»>���� |9�½+Ës���.%i�Ü¼�� A�� (R2 ;U )_Æ Ä»>�s��� q�������|9�½+Ës��� 
���. A�� (R2 ;U )_Æ q�������|9�½+Ës�Ù¼�� U \ A 6= ?; V \ A 6= ?; U \ V \ A = ?; U [ V � A\�� ëß�7á¤
���H U; V 2 U�� �>rF���Ç��. s�℄j C = U \A, D = V \A�� 
����C \D = ?; C [D = A; C � V 
; D � U 
s���. ��Ç¼#� A�� Ä»>�s�Ù¼�� C;D�̧ Ä»>�s���. ����"f (R2 ;U )\�"f_Æ Cü< D_Æ �̀�íCü< D��H Ä»>���� {���2³|9�½+Ës���. ÕªA�"f Cü< D��H (R2 ;U )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo���U� = R2 �D, V � = R2 � C\� �/K� U�; V � 2 Ts���U� \ A = C 6= ?; V � \ A = D 6= ?;U� [ V � � C [D = A; U� \ V � \ A = C \D = ?�̀� ëß�7á¤��Ç��. ����"f (R2 ;T )_Æ ÂÒì�r/BNçß� A��H q�������s���.Nùý=� 9.3.11. (1)���$� d(x;A) = 0s���
���.Õª�Q���ÅÒ#Q���������º n 2 N\� �/K� d(x; an) <1n�̀�ëß�7á¤
���H an 2 As��>rF���Ç��.Õªo���e��_Æ��ÅÒ#Q����ª�_Æz�́�º " > 0\��/
�#� 1m < "�̀�ëß�7á¤
���H ������º ms� �>rF���Ç��. ÕªA�"f am 2 Bd(x; ")s�Ù¼�� A \ Bd(x; ") 6= ?s���. ����"f x 2 As���.%i�Ü¼�� x 2 A�� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ ������º n\� �/
�#� an 2 A \ B(x; 1n )�̀� ëß�7á¤
���Han 2 As� �>rF���Ç��. Õªo��� d(x; an)! 0s�Ù¼�� d(x;A) = 0s���.(2) ���$� x 2 U(A; ")s���� d(x;A) < "s���. s�℄j d(x;A) < Æ < "�̀� ëß�7á¤
���H Æ\�� ×þ�
���.Õª�Q��� d(x; a�) < Æ\�� ëß�7á¤
���H a� 2 A�� �>rF�
�#� x 2 Bd(a�; Æ)s���, x 2 Bd(a�; ")s���.����"f U(A; ") � [a2ABd(a; ")s���.%i�Ü¼�� ëß���� x 2 [a2ABd(a; ")s���� &h�{©���Ç a� 2 A\� �/K� x 2 Bd(a�; ")s���. Õªo���d(x;A) � d(x; a�) < "s�Ù¼�� x 2 U(A; ")s���. ����"f [a2ABd(a; ") � U(A; ")s���.(3) e��_Æ_Æ &h� a 2 A\� �/K� a 2 Vs��� V�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� Bd(a; "a) � V\�� ëß�7á¤
���H�ª�_Æ z�́�º "a�� �>rF���Ç��. Õªo��� fBd(a; "a2 )ga2A��H (��Øþ�àÔ|9�½+Ë A_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼�� Ä»��Ç



96 =� 9 �Ék .íÖÊ����ÂÒì�rW=�>h fBd(ai; "ai2 )gni=1s� �>rF�
�#�A � [ni=1Bd(ai; "ai2 )s���. s�℄j " = minf"a1 ; "a2 ; : : : ; "angs��� 
���� �����ÂÒ1pxd��\� _Æ
�#� A � U(A; ") � V\��ëß�7á¤��Ç��.(4) ��:�x��o�/BNçß� R2_Æ {���2³|9�½+Ë A = R � f0g\�� Òqty��
���. Õªo��� V = f(x; y) j xy <1g��H R2_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� A � Vs���. Õª�Q�� A � U(A; ") � V\�� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º "�Ér�>rF�
�t� ·ú§��H��.9.4 <QTw�âHÁS��|�Â� ẃ� àíÁ âHÁS��|�È*Nùý=� 9.4.1. ÕªaË>õ� °ú �Ér Ä»9þto�×¼/BNçß� R2_Æ ¿º ÂÒì�r/BNçß� Xü< Y��H "f�� 0A�©�1lx+þAs� ��m�t�ëß�, s�[þt_Æ ��Ç &h� (��Øþ�àÔ�o X�ü< Y ���H �̧¿º Zü< 0A�©�1lx+þAs���.
X Y ZNùý=� 9.4.3. ���$� ��l� 9.4.16_Æ 0A�©�1lx+þA���©� ~f : S1 ! R�\�� Òqty��
���. #�l�"f n = (0; 1)s��� ~f(n) = ps���. Õªo��� ~f_Æ %i����©� ~g : R� ! S1�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s��� ~g(p) = ns���. ��Ç¼#�R�_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë Y\� �/
�#� ~g(Y ) = ~g(Y ); ~g(Y Æ) = (~g(Y ))Æs�Ù¼�� Y = ~f(~g(Y )); Y Æ = ~f((~g(Y ))Æ)s���. s��Q��Ç ��z�́�̀� s�6 x
���� ��6£§�̀� ~1�>� ��{9� �º e����.(1) A = [1; 2℄, AÆ = (1; 2).(2) B = [1;1) [ fpg, BÆ = (1;1).(3) C = [1;1) [ fpg, CÆ = (1;1).(4) D = [1;1) [ fpg, DÆ = (1;1).(5) E = [1;1) [ fpg, EÆ = (1;1).Nùý=� 9.4.5. ëß���� X�� (��Øþ�àÔ���� ��&ñ

���� Y�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� X��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f X = Xs�Ù¼�� X 6= Ys���. s���H X�� Y_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.



9.4 Îã³{ .íÖÊ����·Ý U[� ,ǑÖ .íÖÊ����½) 97Nùý=� 9.4.7. ��l� 9.4.19\�� �����
���. ÅÒ#Q��� 0A�©�/BNçß�_Æ ��Ç &h� (��Øþ��o��H ��6£§ ÕªaË>õ� °ú �ÉrÄ»9þto�×¼/BNçß� R2_Æ ÂÒì�r/BNçß�õ� 0A�©�1lx+þAs���.
b
�A� b

�B� b
�C�

b
�X� b�Y � b�Z�
b
�W �Nùý=� 9.4.9. X�� X�_Æ ÂÒì�r/BNçß�e���̀� �©�l�
���.���$� 
lX(A) = 
lX�(A)s��� 
���. Õª�Q��� 
lX�(A)��H (��Øþ�àÔ/BNçß� X�_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼��(��Øþ�àÔs���. ����"f K = 
lX(A)�� Äºo��� "é¶
���H (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���.%i�Ü¼�� A � K � X��� (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� X��� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� K��H X�_Æ {���2³|9�½+Ës���. ÕªA�"f 
lX�(A) � K � Xs�Ù¼�� 
lX(A) = 
lX�(A) \X = 
lX�(A)�� $í
wn���Ç��.Nùý=� 9.4.11. ()
ÀÓZO�) ([0; 1℄!; ��)�� ²DG�è(��Øþ�àÔ���� ��&ñ

���. Õª�Q��� &h� 0\� �/
�#� 0 2U � C\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< (��Øþ�àÔ|9�½+Ë C�� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õªo��� ([0; 1℄!; ��)s���o�/BNçß�s�Ù¼�� 0 2 B��(0; r) � U � C\�� ëß�7á¤
���H Ø�æì�ry� ����Ér �ª�_Æ z�́�º 0 < r < 12s� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� ��o�/BNçß��Ér 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� C��H {���2³|9�½+Ës���. ����"f B��(0; r) � Cs�Ù¼�� B��(0; r)�̧ (��Øþ�àÔs���. Õª���X< Äºo���H ë�H℄j 9.2.3_Æ Û��s�ü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� B��(0; r)��(��Øþ�àÔ�� ��_���̀� ��{9� �º e����. s���H "f�� �̧í�Hs���.Nùý=� 9.4.13. ���$� X�� Hausdor�e���̀� �©�l�
���. &h� 0 = (0; 0)\� �/
�#� e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;½̈B(0; r)\� �/K� A = B(0; r) \X�� 
���. Õª�Q��� 
lX(A)��H R2_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� (��Øþ�àÔ|9�½+Ës� ��m���. ����"f X��H &h� 0\�"f ²DG�è(��Øþ�àÔ�� ��m���.��Ç¼#� 
lR2(X)��H R2_Æ Ä»>���� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� (��Øþ�àÔ
���. ����"f 
lR2(X)��H ²DG�è(��Øþ�àÔs���.
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V� 10 *�×��&P��̄»ë5Ñø� ��ñ5ÑÅ℄Æ
10.1 ��të�<O[j́P(separable spa
e)Nùý=� 10.1.1. (1) (X;T2)�� ��ì�r/BNçß�s�Ù¼�� �̧x9���Ç ��íß� ÂÒì�r|9�½+Ë A�� �>rF���Ç��. s�℄jÄºo���H A�� (X;T1)_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ëe���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. (X;T1)_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËU 2 T1\� �/
�#� U 2 T2s��� A�� (X;T2)_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� A\U 6= ?s���. ����"f A��H (X;T1)_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës���.(2) Uü< D\�� y��y�� z�́�º |9�½+Ë R�©�_Æ ��:�x0A�©�õ� s�íß�0A�©�s��� 
���. Õª�Q��� U � Ds���. Õªo��� Ä»9þto�×¼/BNçß� (R;U )��H ��ì�rs���, s�íß�/BNçß� (R;D)��H ��ì�rs� ��m���.Nùý=� 10.1.3. (1) (t1)&ñ
_Æ\�_ÆK� ? 2 TYs���.Õªo���X 2 TXs�Ù¼�� Y = X[fpg 2 TYs���. (t2) s�℄j V� 2 TY (� 2 �)s��� 
���. ���$��1 = f� 2 � j V� = ?g; �2 = f� 2 � j V� 6= ?gs��� 
���.(i) �2 = ?��� �â
Äº��H �1 = �s�Ù¼�� [�2�V� = ?s� ÷&#Q [�2�V� 2 TYs���.(ii) ��Ç¼#� �2 6= ?��� �â
Äº��H [�2�V� = [�2�2V�s���. Õªo��� y��y��_Æ � 2 �2\� �/K�V� = U� [ fpg\�� ëß�7á¤
���H U� 2 TX�� �>rF���Ç��. ÕªA�"f[�2�V� = [�2�2V� = [�2�2 (U� [ fpg) = ([�2�2U�) [ fpgs��� [�2�2U� 2 TXs�Ù¼�� [�2�V� 2 TYs���.(t3) V1; : : : ; Vn 2 TYs��� 
���. ���$� Vi = ?��� Vi�� �>rF�
���� \ni=1Vi = ?s�Ù¼��\ni=1Vi 2 TYs���. ��Ç¼#� �̧��H i = 1; 2; : : : ; n\� �/K� Vi 6= ?��� �â
Äº��H y��y��_Æ i\� �/K�99



100 =� 10 �Ék �� }çÎáºH[e°� ��N[eǑ[ÙVi = Ui [ fpg\�� ëß�7á¤
���H Ui 2 TX�� �>rF���Ç��. ÕªA�"f\ni=1Vi = \ni=1(Ui [ fpg) = (\ni=1Ui) [ fpgs��� \ni=1Ui 2 TXs�Ù¼�� \ni=1Vi 2 TYs���.����"f TY��H |9�½+Ë Y�©�_Æ 0A�©�s���.(2) Äºo���H ��Ç &h� |9�½+Ë fpg�� Y_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ëe���̀� ��s���� �)a��. e��_Æ_Æ &h� y 2 Yü<y_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V 2 TY\� �/
�#�, TY_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�, V = U [ fpg�̀� ëß�7á¤
���H U 2 TX���>rF���Ç��. ÕªA�"f p 2 Vs��� fpg \ V 6= ?s�Ù¼�� y 2 
lY (fpg)s���. ����"f 
lY (fpg) = Ys���. (3) TX = fX \ V j V 2 TY gs�Ù¼�� (X;TX)��H (Y;TY )_Æ ÂÒì�r/BNçß�s���.Nùý=� 10.1.5. Äºo���H {9�ìøÍ$í
�̀� {9�t� ·ú§�� F_Æ �̧��H "é¶�è�� /BN|9�½+Ës� ��m��� ��&ñ
 ½+É �ºe����. X�� ��ì�r/BNçß�s�Ù¼�� �̧x9���Ç ��íß� ÂÒì�r|9�½+Ë A�� �>rF���Ç��. e��_Æ_Æ U 2 F\� �/K�A\U 6= ?s�Ù¼�� aU 2 A\Us� �>rF���Ç��. Õªo��� "f����ǑÉr U; V 2 F\��/K� U \V = ?s�Ù¼�� aU 6= aVs���.����"f�<Ê�º ' : F ! A, '(U) = aU��éß���s�Ù¼�� 
ard(F) � 
ard(A)s���. Õªo��� A�� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� F�̧ ��íß�|9�½+Ës���.Nùý=� 10.1.7. ���$� A\�� $í
ì�rs� 1 ¢̧��H �1��ëß� s�ÀÒ#Q��� R!_Æ "é¶�è[þt_Æ �̧e��s��� 
���. 7£¤,A = f(a1; a2; a3; : : :) j ai = 1 ¢̧��H � 1g = f�1; 1g� f�1; 1g� f�1; 1g� � � �s���. Õªo��� 
ard(A) = 2�0 = 
s�Ù¼�� A��H q���íß�|9�½+Ës���. Õª�Q���F = fB��(a; 12) j a 2 Ag��H q���íß�>h_Æ "f���è��� (R! ; ��)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e��s���. ����"f ë�H℄j 10.1.5\� _ÆK�(R! ; ��)��H ��ì�rs� ��m���.10.2 ��ṕPÞ¶Ä(
ountability)Nùý=� 10.2.1. ���$� f�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� f(X)��H Y_Æ \P�Ǒ2;ÂÒì�r/BNçß�e���̀� �©�l�
���.(1) e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� y 2 f(X)\� �/K� f(x) = y��� &h� x 2 X\�� ×þ�
���. X�� ℄j1��íß�s�Ù¼�� &h� x\�"f_Æ ��íß�²DG�èl�$� Bx = fBngn2N�� �>rF���Ç��. s�℄j Äºo���H Cy =ff(Bn)gn2Ns� &h� y\�"f_Æ ��íß�²DG�èl�$��� H�d�̀� ��s���� �)a��.(i) ��"î

�>� Cy��H ��íß�|9�½+Ës���.(ii) f�� \P�Ǒ2;���©�s��� Bns� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f(Bn)�Ér Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ÕªA�"f f(Bn)�Ér ÂÒì�r/BNçß� f(X)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.



10.2 ��N[eǑ[Ù(COUNTABILITY) 101(iii) �̧��H n 2 N\� �/K� x 2 Bns�Ù¼�� y = f(x) 2 f(Bn)s���.(iv) &h� y 2 f(X)_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V � f(X)\� �/K� V��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. �8½̈�� f�� ���5Åq���©�s�Ù¼�� f�1(V )��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� Bx�� &h� x\�"f_Æ ²DG�èl�$�s�Ù¼�� x 2 Bk � f�1(V )\�� ëß�7á¤
���H k 2 N�� �>rF�
�#� y 2 f(Bk) � Vs� �)a��.����"f Cy��H &h� y\�"f_Æ ²DG�èl�$�s���.(2) X�� ℄j2��íß�s�Ù¼�� X_Æ ��íß�l�$� B = fBngn2N�� �>rF���Ç��. Äºo���H C =ff(Bn)gn2N�� f(X)_Æ ��íß�l�$�e���̀� ��s���� �)a��. ��"î

�>� C��H ��íß�|9�½+Ës���. s�℄j C�� ÂÒì�r/BNçß� f(X)_Æ l�$��� H�d�̀� ��s���.(i) [1n=1Bn = Xs�Ù¼�� [1n=1f(Bn) = f([1n=1Bn) = f(X)s���.(ii) ÅÒ#Q��� y 2 f(Bn) \ f(Bm)\� �/
�#� f(x) = y��� &h� x 2 X\�� ×þ�
���. Õªo��� f��\P�Ǒ2;���©�s��� Bn, Bms� X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f(Bn), f(Bm)�Ér Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ÷&#Q f(Bn)\ f(Bm)�̧ Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ��Ç¼#� f�����5Åqs�Ù¼�� f�1(f(Bn)\ f(Bm))�Érx_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. ÕªA�"f x 2 Bk � f�1(f(Bn) \ f(Bm))\�� ëß�7á¤
���H Bk 2 B�� �>rF�
�#�, y = f(x) 2 f(Bk) � f(Bn) \ f(Bm)s� �)a��.(iii)Äºo���H C��ÂÒì�r/BNçß� f(X)_Æl�$�e���̀���#�����Ç��.e��_Æ_Æ&h� y 2 f(X)ü< y_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó V��ÅÒ#Q&������
���.���$� f(x) = y���&h� x 2 X\��×þ�
���.Õª�Q��� f�����5Åqs�Ù¼�� f�1(V )��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� B�� X_Æ l�$�s�Ù¼�� x 2 Bk � f�1(V )\��ëß�7á¤
���H k 2 N�� �>rF�
�#� y 2 f(Bk) � Vs� �)a��. Õª�QÙ¼�� C��H ÂÒì�r/BNçß� f(X)_Æ��íß�l�$�s���.����"f f(X)��H ℄j2��íß�s���.Nùý=� 10.2.3. (b))(a) &ñ
o� 10.2.24\� _ÆK� $í
wn���Ç��.(a))(
) (�/Äº) X�� q���íß�|9�½+Ës���� ��l� 10.2.7\� _ÆK� (X;Tf )��H ℄j1��íß�s� ��m���.����"f (X;Tf )�� ℄j1��íß�s���� X��H ��íß�|9�½+Ës� ÷&#Q�� ��Ç��.(
))(b) s�℄j X\�� ��íß�|9�½+Ës��� 
���.(i) ���$� X�� Ä»��Ç|9�½+Ë��� �â
Äº: X = fx1; : : : ; xngs��� 
���. Õª�Q��� (X;Tf )�� s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� B = ffx1g; : : : ; fxnggs� (X;Tf )_Æ ��íß�l�$�s���. ����"f (X:Tf )��H ℄j2��íß�s���.(ii) X�� Áº��Ç ��íß�|9�½+Ë��� �â
Äº: s� �â
Äº X � Ns���. Õªo���C0 = fXg;C1 = ffxg j x 2 Xg;C2 = ffx; yg j x; y 2 Xg;C3 = ffx; y; zg j x; y; z 2 Xg;...Cn = ffx1; x2; : : : ; xng j xi 2 Xg;...



102 =� 10 �Ék �� }çÎáºH[e°� ��N[eǑ[Ùs��� 
���. Õª�Q��� C1 � X � N, C2 � N � N, Cn � N � � � � � Ns�Ù¼�� �̧��H Cn�Ér ��íß�|9�½+Ës���. ÕªA�"f C = [1n=0Cn�̧ ��íß�|9�½+Ës���. Õªo���E 2 C , E =Ä»��Ç|9�½+Ë s����� Xs���. ����"f fX � E j E 2 C g�̧ ��íß�|9�½+Ës��� Tf = fX � E j E 2 C gs���. Õª�QÙ¼��B = Tf��H (X;Tf )_Æ ��íß�l�$��� �)a��. ����"f (X;Tf )��H ℄j2��íß�s���.Nùý=� 10.2.5. (i) ���$� A�� ��íß�|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� Rls� ℄j1��íß�s�Ù¼�� ÂÒì�r/BNçß� A�̧℄j1��íß�s���. ÕªA�"f e��_Æ_Æ &h� a 2 A\� �/K� a\�"f_Æ ��íß�²DG�èl�$� Ba�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� B = [fBa j a 2 Ag�� ÂÒì�r/BNçß� A_Æ ��íß�l�$��� �)a��. z�́℄j�� B = fA\ [a; a+ 1n ) j a 2A; n 2 NgÜ¼�� ú̧�Ü¼��� �)a��. ����"f ÂÒì�r/BNçß� A��H ℄j2��íß�s���.(ii) s�℄j A�� q���íß�|9�½+Ës��� 
���. Äºo���H ÂÒì�r/BNçß� A�� ℄j2��íß�s� ��_���̀� ��s���� �)a��.s�\�� 0AK� B\�� ÂÒì�r/BNçß� A_Æ e��_Æ_Æ l�$��� 
���. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� x 2 A\� �/K�A \ [x; x + 1)s� ÂÒì�r/BNçß� A\�"f x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� x 2 Bx � A \ [x; x + 1)\�� ëß�7á¤
���Hl�$�_Æ "é¶�è Bx 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo��� ëß���� x; y 2 A�� "f�� ��ǑÉr ¿º &h�s��� 
���� Äºo���H x < y�� ½+É �º e����. Õª���X< x 2 Bx, x =2 Bys�Ù¼�� Bx 6= Bys���. Õª�QÙ¼�� f : A ! B,f(x) = Bx��Héß����<Ê�º��÷&#Q 
ard(A) � 
ard(B)s���.Õªo��� A��q���íß�|9�½+Ës�Ù¼�� B�̧q���íß�|9�½+Ës���.����"f ÂÒì�r/BNçß� A_Æ ��íß�l�$��� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� A��H ℄j2��íß�s� ��m���.Nùý=� 10.2.7. |9�½+Ë R�©�_Æ ��:�x��o�(Ä»9þto�×¼)0A�©� U , #�Ä»��Ç0A�©� Tf , 
��FG��Ç0A�©� Tl�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� Tf � U � Tls���.(1) ��íß�>h_Æ Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ Y�L|9�½+Ë R!�©�_Æ Y�L0A�©� Tpü< �©���0A�©� Tb\�� Òqty��
���.Õª�Q��� Tp � Tbs���. ��Ç¼#� (R! ;Tp)��H ℄j1��íß�s���, (R! ;Tp)��H ℄j1��íß�s� ��m���.(2)(4) (R;Tf )��H ℄j1��íß��̧ ��m��� ℄j2��íß��̧ ��m���. Õª�Q�� (R;U )��H ℄j2��íß�s���℄j1��íß�s���.(3) (R;U )��H ℄j2��íß�s�t�ëß�, (R;Tl )��H ℄j2��íß�s� ��m���.Nùý=� 10.2.9. X�� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� q 6= p��� q 2 X�� �>rF���Ç��. s�℄j X_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë A =X � fqg\�� Òqty��
���. ���$� A 6= ?; Xs���. Õªo��� p 2 As�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#� A
s� Ä»��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� A��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f X��H q�������s���.Nùý=� 10.2.11. (a))(b) ���$� X�� ℄j1��íß�s�Ù¼��B1 � B2 � � � � � Bn � Bn+1 � � � ��̀� ëß�7á¤
���H x\�"f_Æ ��íß� ²DG�èl�$� Bx = fBn j n 2 Ng�� �>rF���Ç��. Õªo��� B1s� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� x 2 A0s�Ù¼�� B1 \ A � fxg 6= ?s���. ����"f a1 2 B1 \ A � fxgs� �>rF�
�#�



10.2 ��N[eǑ[Ù(COUNTABILITY) 103a1 6= xs���.��Ç¼#� X�� T1s�Ù¼�� fa1g�Ér {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� B2 � fa1g�Ér x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo���x 2 A0s�Ù¼�� a2 2 (B2�fa1g)\(A�fxg)���>rF���Ç��.s�ü<°ú �Ér~½ÓZO��̀�>�5Åq
�#�(7£¤,�º�<Æ&h�)
±ú�ZO��̀���6 x
�#�)Äºo���Hy��y��_Æ������º n\��/K� an 2 (Bn�fa1; : : : an�1g)\(A�fxg)���>rF��<Ê�̀� ��{9� �º e����. Õªo��� s��Q��Ç �º\P� fangs� Äºo��� "é¶
���H �º\P�s���.(b))(a) $í
|9� 4.3.6(2)\� _Æ
�#� $í
wn���Ç��.Nùý=� 10.2.13. (1) ��"î

�>� X��H ²DG�è(��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs��� ℄j1��íß�s���.(2) &ñ
o� 9.4.12\�_ÆK� X_Æ ��Ç &h� (��Øþ�àÔ�o X� = X [ fpg��H (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs���.s�℄j Äºo���H X��� ℄j1��íß�s� ��_���̀� ��s���. s�\�� 0AK� &h� p\�"f_Æ (X� �©�_Æ) ��íß�²DG�èl�$����>rF�
�t�·ú§6£§�̀���s����Ø�æì�r
���. fUigi2J\����íß�>h��s�ÀÒ#Q��� p_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó[þt_Æ �̧e��s��� 
���. #�l�"f J��H ��íß�|9�½+Ëe���̀� Ä»_Æ
���. Õª�Q��� y��y��_Æ i\� �/K� U
i = X��Ui =X � Ui��H X_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õªo��� X�� s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� U
i�Ér Ä»��Ç|9�½+Ës���. ����"f (\i2J Ui)
 = [i2J U 
i�Ér��íß�|9�½+Ës���. ¢̧��Ç X��q���íß�s�Ù¼�� \i2JUi��Hq���íß�|9�½+Ës�÷&#Q����Ç��.����"f a 6=p���&h� a 2 \i2JUi���>rF���Ç��.Õª�Q��� X��fag��H p_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós�t�ëß� p 2 Ui � X�fag\��ëß�7á¤
���H Ui�� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f fUigi2J��H &h� p\�"f_Æ ²DG�èl�$��� ��m���.Nùý=� 10.2.15. ���$� B\�� X_Æ ��íß�l�$��� 
���. s�℄j A0s� q���íß�|9�½+Ëe���̀� )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�#� ��s���: s�\�� 0AK� A0s� ��íß�s��� ��&ñ

���. Õª�Q��� A1 = A \ A0�Ér ��íß�|9�½+Ës���A2 = A � A1�Ér q���íß�|9�½+Ës���. y��y��_Æ &h� x 2 A2\� �/K� x =2 A0s�Ù¼�� x 2 Bxs���Bx \ A = fxg��� l�$�_Æ "é¶�è Bx 2 B�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y 2 A2\� �/K�x 2 Bx, x =2 Bys�Ù¼�� Bx 6= Bys���. ����"f B� = fBx j x 2 A2g��H B_Æ q���íß� ÂÒì�r|9�½+Ës���. s���H B�� ��íß�s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.Nùý=� 10.2.17. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� x 2 X\�"f_Æ ��íß�²DG�èl�$� Bx\�� ×þ�
���. s�℄j Äºo���Hfxg = \B2BxBe���̀���s�����)a��:���$� �̧��H B 2 Bx\��/K� x 2 Bs�Ù¼�� fxg � \B2BxBs���. %i�Ü¼�� ëß���� y =2 fxgs���� y 6= xs���. ��Ç¼#� X�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë fyg��HX_Æ{���2³|9�½+Ës�÷&#Q X�fyg��H x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� Bx�� x\�"f_Æ ²DG�èl�$�s�Ù¼��x 2 By � X � fyg\�� ëß�7á¤
���H By 2 Bx�� �>rF���Ç��. ÕªA�"f y =2 Bys�Ù¼�� y =2 \B2BxBs���. Õª�QÙ¼�� fxg � \B2BxBs���.



104 =� 10 �Ék �� }çÎáºH[e°� ��N[eǑ[Ù10.3 àí½®"���9FV»Î 
kB�½õ��9FVNùý=� 10.3.1. (a))(b) ���$� X_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë A�� �̧��H (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K � X\� �/K� A \Ks�ÂÒì�r/BNçß� K_Æ {���2³|9�½+Ës����� ��&ñ

���. Õª�Q��� �̧��H (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K\� K � (A \K)��H ÂÒì�r/BNçß� K_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ��Ç¼#� (X � A) \K = K � (A \K)s�Ù¼�� (X � A) \K��H K_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f �̧|	� (a)\� _ÆK� X � A��H X_Æ \P�wn=|9�½+Ës�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���.(b))(a) s�℄j X_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë A�� �̧��H (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K � X\� �/K� A \ Ks� ÂÒì�r/BNçß�K_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�������&ñ

���.Õª�Q��� �̧��H(��Øþ�àÔ|9�½+Ë K\� K� (A\K)��HÂÒì�r/BNçß� K_Æ{���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#� (X �A)\K = K� (A\K)s�Ù¼�� (X �A)\K��H K_Æ {���2³|9�½+Ës���.����"f �̧|	� (a)\� _ÆK� X �A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Nùý=� 10.3.3. (a))(b) &ñ
o� 9.1.29\� _ÆK� $í
wn���Ç��.(b))(a) (�/Äº) X�� (��Øþ�àÔ�� ��m����� ��&ñ

���. Õª�Q��� &ñ
o� 9.3.6\� _ÆK� �FG��Ç&h��̀�°ú�t�·ú§��H Áº��Ç|9�½+Ë fxn j n 2 Ng � Xs� �>rF���Ç��. s�℄j A = f(xn; 1n ) j n 2 NgÜ¼�� Z�~Ü¼���A�̧ �FG��Ç&h��̀� °ú�t�·ú§Ü¼Ù¼�� A��H X � [0; 1℄_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< p(A) = f 1n j n 2 Ngs�[0; 1℄_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� p��H {���2³���©�s� ��m���.Nùý=� 10.3.5. (1) ¼#�_Æ�©� f� = f jf�1(U�)�� 
���. Õªo��� K\�� Y_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� Y�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� K��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#� fU�g�� K_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼��K � U�1 [ � � � [U�n�̀� ëß�7á¤
���H Ä»��Ç>h_Æ �1; : : : ; �ns� �>rF���Ç��. s�℄j Vi = K \U�i�� 
���� Vi��H K_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� fV1; : : : ; Vng�Ér K_Æ W=�>hs���.A = K � (V2 [ � � � [ Vn)��H K_Æ {���2³|9�½+Ës��� A � V1s���. Õª���X< K��H (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� &ñ
½©s���. ����"f A �W1 �W 1 � V1�̀� ëß�7á¤
���H K_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W1s� �>rF���Ç��. �8½̈�� fW1; V2; : : : ; Vng��H K_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���.ëß���� fW1; : : : ;Wk�1; Vk; : : : ; Vngs� K_Æ W=�>h�� ÷&��H K_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W1; : : : ;Wks� ÅÒ#Q&������� B = X � (W1 [ � � � [Wk�1)� (Vk+1 [ � � � [ Vn)��H K_Æ {���2³|9�½+Ës��� B � Vks���.Õª���X< K�� &ñ
½©s�Ù¼�� B � Wk � W k � Vk�̀� ëß�7á¤
���H K_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Wks� �>rF���Ç��.�8½̈�� fW1; : : : ;Wk; Vk+1; : : : ; Vng�Ér K_Æ W=�>hs���. s� ~½ÓZO��̀� n���
���� Äºo���H W i � Vis��� K = [ni=1Wi��� K_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W1; : : : ;Wn�̀� %3��̀� �º e����.��Ç¼#� W i��H K_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� W i��H (��Øþ�àÔs���. ¼#�_Æ�©� Ci = W i, fi = f�i�� 
���.Õª�Q��� K = [ni=1Cis���. Õª�QÙ¼�� f�1(K) = [ni=1f�11 (Ci)s���. Õª���X< y��y��_Æ fi�� &h�½+Ë���©�s�Ù¼�� f�1i (Ci)��H (��Øþ�s���. ����"f f�1(K) = [ni=1f�11 (Ci)��H (��Øþ�àÔs���.(2)¼#�_Æ�©� fi = f jf�1(Ci)s���
���,K\�� Y_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës���
���.Õª�Q���y��y��_ÆKi =K \ Ci��H (��Øþ�àÔ/BNçß� K_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� (��Øþ�àÔs���. ÕªA�"f Ki��H Ci_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� fi�� &h�½+Ë���©�s�Ù¼�� f�1i (Ki)��H (��Øþ�àÔs���. ����"f f�1(K) = [ni=1f�1i (Ki)��H(��Øþ�àÔs���.



10.3 ,ǑÒ�7 ���Ék°� ÚPîõ9Ó���Ék 105Nùý=� 10.3.7. (1) X , Y , Z\�� �̧¿º Ä»9þto�×¼/BNçß� Rs��� 
���, fü< g\�� �̧¿º �½Ó1px���©� idRs��� 
���. Õª�Q��� ��"î

�>� fü< g��H �̧¿º ¢-a������©�s���. Õª���X< F (R) = f(x; x) j x 2 Rgs�Ù¼�� F��H ������� ��m���. ����"f F��H ¢-a������©�s� ��m���.(2) (i) ���$� fü< g�� ���5Åqs�Ù¼�� F = (f; g)�̧ ���5Åqs���. Õªo��� ��"î

�>� F : X !F (X)��H �����s���.(ii) e��_Æ_Æ &h� (y; z) 2 F (X)\� �/
�#� fü< g�� ¢-a������©�s�Ù¼�� f�1(y)ü< g�1(z)��H �̧¿º X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� X�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� F�1(y; z) = f�1(y) \ g�1(z)�̧X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���.(iii) s�℄j F�� {���2³���©�e���̀� ��s���: s�\�� 0AK� C\�� X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
��� (y; z) 2F (C)�� 
���. ���$� f , g�� {���2³���©�s�Ù¼��(x; y) 2 F (C) = f(f(
); g(
)) j 
 2 Cg � f(C)� g(C) = f(C)� g(C) = f(C)� g(C)s� ÷&#Q f(
1) = x, g(
2) = y\�� ëß�7á¤
���H 
1; 
2 2 C�� �>rF���Ç��. s�℄j Äºo���H f�1(x) \g�1(y) \ C 6= ?e���̀� ��s���. ëß���� f�1(x) \ g�1(y) \ C = ?s��� ��&ñ

���� f�1(x) \ Cü<g�1(y) \ C��H X_Æ "f���è��� (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� &ñ
o� 9.1.16\�_ÆK� f�1(x) \ C � Ux; g�1(y) \ C � Uy; Ux \ Uy = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uxü< Uy�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� ����� 5.2.9\� _ÆK�x 2 Vx; f�1(Vx) � Ux; y 2 Vy; g�1(Vy) � Uy\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vx � Y , Vy � Z�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� (x; y)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Vx � Vy\��/
�#� F (C) \ (Vx � Vy) = ?s� ÷&#Q (x; y) =2 F (X)s���. s���H �̧í�Hs���. ����"f f�1(x) \g�1(y) \ C 6= ?s� ÷&#Q�� ��Ç��. Õªo��� &h� 
 2 f�1(x) \ g�1(y) \ C\� �/K� F (
) = (x; y)s�Ù¼�� (x; y) 2 F (C)s���. Õª�QÙ¼�� F (C)��H F (X)_Æ {���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 10.3.9. ()
ÀÓZO�) f j : D ! Y�� {���2³���©�s��� ��&ñ

���.(i) ���$� f(D) = f(X)e���̀� ��s���: D��H ÂÒì�r/BNçß� D_Æ {���2³|9�½+Ës��� f js� {���2³���©�s�Ù¼�� f j(D)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ��Ç¼#� f j(D) = f(D)s�Ù¼�� f(D)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� f : X ! Y�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(f(D))��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< D � f�1(f(D))s�Ù¼�� �̀�í_Æ þj�è$í
\� _ÆK� D � f�1(f(D))s���. ��Ç¼#� D = Xs�Ù¼�� f�1(f(D)) = Xs� ÷&#Q f(D) = f(X)s���.(ii) s�℄j �̧��H y 2 f(X)\� �/K� f�1(y) � De���̀� ��s���: )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�#� ��s���. s�\�� 0AK� f�1(y) " D��� &h� y 2 f(X)�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� f�1(y) � D 6= ?s�Ù¼�� &h� x 2 f�1(y) �D�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� (i)\� _ÆK� f�1(y) \D 6= ?s��� ��&ñ
\� _ÆK�



106 =� 10 �Ék �� }çÎáºH[e°� ��N[eǑ[Ùf�1(y) \D��H X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� x =2 f�1(y) \Ds��� X�� Hausdor�s�Ù¼��x 2 U; f�1(y) \D � V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< V�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� D \ V 
s� D_Æ {���2³|9�½+Ës��� f j��{���2³���©�s�Ù¼�� f(D \ V 
) = f j(D \ V 
)�Ér Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� f�� ���5Åqs�Ù¼��[f�1(f(D \ V 
))℄
�Ér X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ¼#�_Æ�©� W = [f�1(f(D \ V 
))℄
s��� 
���. Õª�Q��� x 2 Ws���. (�=��
���� ëß���� x =2 Ws��� ��&ñ

���� x 2 f�1(f(D \ V 
))s�Ù¼�� f(x) 2f(D \ V 
)s���. ÕªA�"f f(d) = f(x)��� d 2 D \ V 
�� �>rF���Ç��. Õª���X< f(x) = ys�Ù¼��d 2 f�1(y) \D � Vs���. s���H d 2 D \ V 
\� �̧í�Hs���.)ÕªA�"f U\W��H x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós���.Õª�Q���D��X_Æ �̧x9���ÇÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� U\W\D 6=?s� ÷&#Q z 2 U \W \D�� �>rF�
�#��� ��Ç��. ÕªA�"f z 2 Ws�Ù¼�� z =2 f�1(f(D \ V 
))s�÷&#Q f(z) =2 f(D \ V 
)s���. ����"f z =2 D \ V 
s���. Õª���X< z 2 Ds�Ù¼�� z =2 V 
s� ÷&#Qz 2 Vs���. Õª�QÙ¼�� z 2 U \Vs���. s���H U \V = ?\� �̧í�Hs���. ����"f �̧��H y 2 f(X)\��/K� f�1(y) � Ds� ÷&#Q�� ��Ç��.(iii) ��Ç¼#� X = f�1(f(X))s�Ù¼�� X = [y2f(X)f�1(y)s���. ����"f (ii)\� _ÆK� X � D��÷&#Q D = Xs���. s���H D�� X_Æ ���ÂÒì�r|9�½+Ës�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.
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ç�
11.1 #U�N ���� âHÁS��|�Nùý=� 11.1.1. (a))(b) �FG��Ç&h�(��Øþ�àÔ_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� $í
wn���Ç��.(b))(a) A\�� X_Æ Áº��Ç ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� A��H ��íß���� Áº��Ç ÂÒÂÒ|9�½+Ë B\�� �í�<Ê��Ç��. Õªo��� (b)\� _ÆK� B0 6= ?s��� B0 � A0s�Ù¼�� A0 6= ?s� �)a��. Õª�QÙ¼�� A�̧ �FG��Ç&h��̀� °ú���H��. ����"f X��H �FG��Ç&h�(��Øþ�àÔs���.Nùý=� 11.1.3. (R;T
 )�©�_Æ �º\P� 1; 2; 3; : : :�Ér �º§4�
���H ÂÒì�r�º\P��̀� °ú�t� ·ú§��H��(��l� 4.3.5����̧).Nùý=� 11.1.5. (1) B\�� A_Æ Áº��ÇÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� B��H �FG��Ç&h�(��Øþ�àÔ/BNçß� X_ÆÁº��Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� �FG��Ç&h� p 2 B0�̀� °ú���H��. Õª���X< B � As��� A�� {���2³|9�½+Ës�Ù¼��p 2 B0 � B � As���. ����"f B_Æ �FG��Ç&h� p�� A\�"f �>rF�
�Ù¼�� A�̧ �FG��Ç&h�(��Øþ�àÔs���.(2) V = fVn j n 2 Ng�̀� ÂÒì�r/BNçß� A_Æ ��íß� \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. Õª�Q��� y��y��_Æ Vn�Ér A_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës��� A = [1n=1Vns���. ��Ç¼#� ÂÒì�r/BNçß�0A�©�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� Vn = Un \ A\�� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uns� �>rF�
�#� A � [1n=1Uns���. Õª�QÙ¼�� U = fUn j n 2 Ng [ fA
g�ÉrX_Æ ��íß�\P�Ǒ2;W=�>h�� �)a��. ��Ç¼#� X�� ��íß�(��Øþ�àÔs�Ù¼�� U_Æ Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h�� �>rF�
�#�X = Un1 [ Un2 [ � � � [ Unk [ A
 ¢̧��H X = Un1 [ Un2 [ � � � [ Unks� �)a��. #QÖ¼ �â
Äº��H A � Un1 [Un2 [ � � � [Unks�Ù¼�� A = Vn1 [ Vn2 [ � � � [ Vnks���. ����"f ÂÒì�r/BNçß� A�̧ ��íß�(��Øþ�àÔs���.(3) fang�̀� A�©�_Æ �º\P�s��� 
���. Õª�Q��� fang�Ér X�©�_Æ �º\P��̧ ÷&��, X�� �º\P�(��Øþ�àÔs�Ù¼�� X\�"f �º§4�
���H ÂÒì�r�º\P� fankg�� �>rF���Ç��. Äºo���H ÂÒì�r�º\P� fankg_Æ �FG��Ç�̀�p 2 X�� 
���. s�℄j B = fan j n 2 Ng, B1 = fank j k 2 Ngs��� 
���� B1 � B � As���. Õª107



108 =� 11 �Ék ��X�ÎáºH[e�Ék4É .íÖÊ����o��� A�� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� p 2 B1 � B � As���. ����"f ÂÒì�r�º\P� fankg��H A\�"f �º§4���Ç��. Õª�QÙ¼�� A��H �º\P�(��Øþ�àÔs���.Nùý=� 11.1.7. fyng�̀� f(X)�©�_Æ �º\P�s��� 
���. Õªo��� y��y��_Æ n 2 N\� �/K� f(xn) = yn�̀�ëß�7á¤
���H xn 2 X�̀� ×þ�
���. Õª���X< X�� �º\P�(��Øþ�àÔs�Ù¼�� �º\P� fxng�Ér �º§4�
���H ÂÒì�r�º\P� fxnkg\�� °ú���H��. Äºo���H ÂÒì�r�º\P� fxnkg_Æ �FG��Ç�̀� p 2 X�� 
���. s�℄j �º\P� fyng_ÆÂÒì�r�º\P� fynk = f(xnk)gs� f(p)�� �º§4��<Ê�̀� ��s���. f(p)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V � Y\� �/
�#�f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(V )��H p_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� ÂÒì�r�º\P� fxnkgs� p�� �º§4�
�Ù¼��xnk 2 f�1(V ) (8k � k0)\�� ëß�7á¤
���H ������º k0�� �>rF���Ç��. s��Q��Ç ������º k0\� �/K�ynk = f(xnk ) 2 V (8k � k0)s� ÷&Ù¼�� ÂÒì�r�º\P� fynk = f(xnk )g��H f(p) 2 f(X)�� �º§4���Ç��. ����"f f(X)��H �º\P�(��Øþ�àÔs���.Nùý=� 11.1.9. (1) e��_Æ_Æ &h� x 2 Xü< �ª�_Æ z�́�º " > 0\� �/K� Æ = "Ü¼�� ×þ�
����d(x; y) < Æ ) d(f(x); f(y)) = d(x; y) < Æ = "�̀� ëß�7á¤��Ç��. ����"f f��H ���5Åqs���.(2) ëß���� f(x) = f(y)s���� d(f(x); f(y)) = 0s���. ÕªA�"f d(x; y) = 0s� ÷&#Q x = ys���.����"f f��H éß���s���.(3) ()
ÀÓZO�) f�� ������� ��m��� ��&ñ

���. Õª�Q��� a 2 X � f(X)�� �>rF���Ç��. Õªo���X�� (��Øþ�àÔs��� f��H ���5Åqs�Ù¼�� f(X)��H ��o�/BNçß�(Hausdor�) X_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës�÷&#Q f(X)��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f X � f(X)��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ÷&#Q a 2 Bd(a; ") �X � f(X)��� \P�Ǒ2;½̈ Bd(a; ")�� �>rF�
�#� Bd(a; ") \ f(X) = ?s���. s�℄j �º\P�x1 = a; x2 = f(x1); : : : ; xn = f(xn�1); : : :\�� Òqty��
���. Õª�Q��� x1 = as��� x2 = f(x1) 2 f(X)s�Ù¼�� d(x1; x2) � "s���. s�℄j e��_Æ_Æ"f�� ��ǑÉr ¿º ������º m;n\� �/K� m > ns��� 
����d(xm; xn) = d(fm�1(a); fn�1(a)) = d(fm�2(a); fn�2(a)) = � � � = d(fm�n(a); a)s���. Õªo��� m � n � 1s�Ù¼�� fm�n(a) 2 f(X)s� ÷&#Q d(xm; xn) = d(fm�n(a); a) � "s���. Õª�QÙ¼�� �º\P� fxng�Ér �º§4�
���H ÂÒì�r�º\P��̀� °ú�t� ·ú§��H��. ����"f ��o�/BNçß� X�� �º\P�(��Øþ�àÔ�� ��m�Ù¼�� (��Øþ�àÔ�̧ ��m���. s���H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.(4) ëß���� X�� (��Øþ�àÔ
���� (1), (2), (3)\� _ÆK� f��H ���éß������ ���5Åq���©�s���. Õª�QÙ¼�� Äºo���H f�1s� ���5Åqe���̀� ��s���H �/���\� f�� {���2³���©�e���̀� ��s���� �)a��. Õª���X< f_Æ &ñ
_Æ%i�X�� (��Øþ�àÔs��� /BN%i� X�� Hausdor�s�Ù¼�� f��H {���2³���©�s���.
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kB�� ����<O[j́P(
omplete metri
 spa
es)Nùý=� 11.2.1. (a))(b)���$� (X; d)��¢-a���Ä»>�����&ñ

���.Õªo���e��_Æ_Æ�ª�_Æz�́�º " > 0s�ÅÒ#Q&���� 
���. Õª�Q��� (X; d)�� ¢-a���Ä»>�s�Ù¼��X = Bd(x1; ") [ � � � [ Bd(xn; ")�̀� ëß�7á¤
���H Ä»��Ç>h_Æ &h� x1; : : : ; xn 2 Xs� �>rF���Ç��. Õª���X< Bd(xi; ") � B �d(xi; ")s�Ù¼��X = Bd(x1; ") [ � � � [Bd(xn; ") � B �d(x1; ") [ � � � [B �d(xn; ") � Xs� ÷&#Q X = B �d(x1; ") [ � � � [ B �d(xn; ")s���. ����"f (X; �d)�̧ ¢-a���Ä»>�s���.(b))(a) %i�Ü¼�� (X; �d)�� ¢-a���Ä»>��� ��&ñ

���. Õªo��� e��_Æ_Æ �ª�_Æ z�́�º " > 0s� ÅÒ#Q&���� 
���. ���$� 0 < "0 < minf"; 1g��� "0�̀� ×þ�
���. Õª�Q��� (X; �d)�� ¢-a���Ä»>�s�Ù¼��X = B �d(x1; "0) [ � � � [ B �d(xn; "0)�̀� ëß�7á¤
���H Ä»��Ç>h_Æ &h� x1; : : : ; xn 2 Xs� �>rF���Ç��. Õª���X< B �d(xi; "0) = Bd(xi; "0) �Bd(xi; ")s�Ù¼��X = B �d(x1; "0) [ � � � [B �d(xn; "0) � Bd(x1; ") [ � � � [ Bd(xn; ") � Xs� ÷&#Q X = Bd(x1; ") [ � � � [ Bd(xn; ")s���. ����"f (X; d)�̧ ¢-a���Ä»>�s���.Nùý=� 11.2.3. (1) ���$� î̈
ç�H°ú̄ &ñ
o�\� _ÆK� f(x)�f(y)x�y = f 0(
)��� xü< y��s�_Æ z�́�º 
�� �>rF���Ç��. ����"f jf(x)� f(y)x� y j = jf 0(
)j = 12 j1 + 
p
2 + 1 j < 1s� ÷&#Q jf(x)� f(y)j < jx� yjs���.(2) ëß���� ������º n\� �/K� x > y > ns���� x > 
 > y > n��� z�́�º 
�� �>rF�
�#�jf(x)� f(y)x� y j = jf 0(
)j = 12 j1 + 
p
2 + 1 j > 12 j1 + npn2 + 1 j



110 =� 11 �Ék ��X�ÎáºH[e�Ék4É .íÖÊ����s���. Õªo��� limn!1 npn2+1 = 1s�Ù¼�� ÷&#Qjf(x)� f(y)j < �jx� yj 8x; y 2 R\�� ëß�7á¤
���H 0 � � < 1��H �>rF�
�t� ·ú§��H��.(3) ëß���� f(x) = xs���� (x+px2 + 1)=2 = xs�Ù¼�� px2 + 1 = xs���. Õª���X< s� d���̀� ëß�7á¤
���H z�́�º x�� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� f_Æ ��&ñ
&h��Ér �>rF�
�t� ·ú§��H��.Nùý=� 11.2.5. Ä»9þto�×¼/BNçß� R�Ér ¢-aq�s�t�ëß� Cn = (0; 1n ) � R\� �/K� \1n=1Cn = ?s���.Nùý=� 11.2.7. (1) fxngs� (X; d)�©�_Æ �ïr��º\P�s��� 
���. Õªo��� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� "1 > 0\� �/K� "2 = minf"; "1gs��� 
���. Õª�Q���n;m � n0 ) d(xn; xm) < "22\�� ëß�7á¤
���H ������º n0s� �>rF���Ç��. Õªo���Bd(xn0 ; "22 ) � Bd(xn0 ; "2) � Bd(xn0 ; "2) � Bd(xn0 ; ")s��� xn 2 Bd(xn0 ; "22 ) � Bd(xn0 ; ") 8n � n0s�Ù¼�� fxngn�n0�Ér (��Øþ�àÔ ��o�/BNçß� Bd(xn0 ; ")�©�_Æ �ïr��º\P�s���. Õª���X< (��Øþ�àÔ ��o�/BNçß��Ér ¢-aq�s�Ù¼�� fxngn�n0�Ér �º§4���Ç��. ����"f �º\P� fxngn�1�̧ �º§4���Ç��.(2) Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß� X = (0; 1)\�� Òqty��
���. s�℄j y��y��_Æ x 2 X\� �/K�"x = 12 minfx; 1� xg�� ×þ�
���� B(x; "x) = [x � "x; x+ "x℄��H X_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���. 
�t�ëß� X�©�_Æ �ïr��º\P� f 1ng�Ér X�©�\�"f �º§4�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� X��H ¢-aq��� ��m���.Nùý=� 11.2.9. X�� (��Øþ�àÔ
�Ù¼�� C(X;Y ) � B(X;Y )s���. ����"f ���H C(X;Y )�©�_Æ ú̧� &ñ
_Æ�)a ��o�s���.(1) ���$� C(X;Y )�� (B(X;Y ); �)_Æ {���2³|9�½+Ëe���̀� ��s���. s�\�� 0AK� f 2 B(X;Y )��C(X;Y )_Æ �FG��Ç&h�s���
���. Õª�Q��� ��o� �\�_ÆK� f���º§4�
���H �º\P� fn 2 C(X;Y )s� �>rF���Ç��. Õªo��� �º\P� ffng�Ér Y�©�_Æ ��o� d\� _ÆK� f�� ��ØÔ>� �º§4���Ç��. ����"f f : X ! Y �̧���5Åqs�Ù¼�� f 2 C(X;Y )s���. Õª�QÙ¼�� C(X;Y )��H (B(X;Y ); �)_Æ {���2³|9�½+Ës���.(2) (Y; d)�� ¢-aq�s�Ù¼�� ë�H℄j 11.2.8\� _ÆK� (B(X;Y ); �)�̧ ¢-aq�s���. Õªo��� (1)\� _ÆK�C(X;Y )�� (B(X;Y ); �)_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� &ñ
o� 11.2.10\� _ÆK� C(X;Y )�̧ ¢-aq�s���.



11.3 BAIRE ÎáºH[e y 11111.3 Baire <O[j́P yNùý=� 11.3.1. (i) ���$� e��_Æ_Æ Y_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë B\� �/
�#� f�1(B) = f�1(B)e���̀� ��s���:B � Bs��� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(B)��H f�1(B)\�� �í�<Ê
���H X�©�_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"ff�1(B) � f�1(B)s���. ��Ç¼#� f�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� ë�H℄j 5.2.9\� _ÆK� f�1(B) � f�1(B)s���. ����"f f�1(B) = f�1(B)s���.(ii) s�℄j Y�� Baire /BNçß�e���̀� ��s���. fVn j n 2 Jg�̀� Y_Æ ��íß�>h_Æ �̧x9���Ç \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e��s��� 
���. Õª�Q��� f�� ���5Åqs�Ù¼�� Un = f�1(Vn)�Ér X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo���(i)\� _ÆK� Un = f�1(V n) = f�1(Y ) = Xs���. ��Ç¼#� X�� Baire /BNçß�s�Ù¼�� \n2JUn = Xs���. Õªo��� Y = f(X) (* f�� �����)= f(\nUn)� f(\nUn) (* f�� ���5Åq)� \nf(Un)= \nf(f�1(Vn))= \nVn (* f�� �����)s�Ù¼�� \n2JVn = Ys���. ����"f Y �̧ Baire /BNçß�s���.Nùý=� 11.3.3. fCn j n 2 Jg�̀� intX(Cn) = ?��� ��íß�>h_Æ {���2³|9�½+Ë[þts��� 
���. s�℄j Äºo���HintX([n2JCn) = ?e���̀�)
ÀÓZO��̀���6 x
�#���s�����)a��($í
|9� 11.3.7): ëß���� intX([n2JCn) 6=?s��� ��&ñ

���� &h� x 2 intX([nCn)s� �>rF�
�#� x 2 Vx � [nCn\�� ëß�7á¤
���H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Vx�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� ��&ñ
\� _ÆK� Baire /BNçß�s� ÷&��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Ux�̧ �>rF���Ç��. s�℄jC�n = Cn \ Ux�� Z�~Ü¼��� C�n��H Ux_Æ {���2³ ÂÒì�r|9�½+Ës���, intX(C�n) � intX(Cn) = ?s�Ù¼��intX(C�n) = ?s���. Õªo���? = intX(C�n) = intUx(C�n) \ intX(Ux) = intUx(C�n) \ Ux = intUx(C�n)s���. ��Ç¼#� [nC�n = [n(Ux \ Cn) = Ux \ ([nCn) � Ux \ Vxs��� Ux \ Vx�� Ux_Æ \P�Ǒ2; ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� intUx([nC�n) � Ux \ Vx 3 xs���. ÕªA�"fintUx([n2JC�n) 6= ?s���. s���H Ux�� Baire /BNçß�s�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���($í
|9� 11.3.7).Nùý=� 11.3.5. ���$� |9�½+Ë R�©�_Æ ��:�x0A�©� Uü< 
��FG��Ç0A�©� Tl\� �/
�#� U � Tls���. ����"f R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë�Ér Rl_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���, R_Æ {���2³|9�½+Ë�Ér Rl_Æ {���2³|9�½+Ës���.(1) ���$� U\�� Rl_Æ �̧x9���Ç \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. {©����y� intR(U)��H R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. s�℄j intR(U)s� R_Æ �̧x9���Ç |9�½+Ëe���̀� ��s���. Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ /BN|9�½+Ës� ����� l�$�_Æ e��_Æ_Æ "é¶�è (a; b)\� �/
�#� (a; b)��H Rl_Æ /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� U�� Rl_Æ �̧x9���Ç |9�½+Ës�Ù¼�� U \ (a; b) 6= ?s���. ����"f U \ (a; b)��H Rl_Æ /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��
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; d) � U \ (a; b)\�� ëß�7á¤
���H Rl_Æ /BN|9�½+Ës� ����� l�$�_Æ "é¶�è [
; d)�� �>rF���Ç��. Õªo���(
; d) = intR([
; d)) � intR(U \ (a; b)) � intR(U) \ intR((a; b)) = intR(U) \ (a; b)s��� (
; d) 6= ?s�Ù¼�� intR(U) \ (a; b) 6= ?s���. ����"f intR(U)��H R_Æ �̧x9���Ç|9�½+Ës���.(2) D\�� R_Æ �̧x9���Ç|9�½+Ës��� 
���. Rl_Æ /BN|9�½+Ës� ����� l�$�_Æ e��_Æ_Æ "é¶�è [a; b)\� �/
�#� (a; b)�� R_Æ /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� D \ (a; b) 6= ?s���. Õªo��� D \ (a; b) �D \ [a; b)s�Ù¼�� D \ [a; b) 6= ?s���. ����"f D��H Rl_Æ �̧x9���Ç|9�½+Ës���.(3) fUn j n 2 Jg\�� Rl_Æ ��íß�>h_Æ �̧x9���Ç \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e��s��� 
���. y��y��_Æ n 2 J\��/
�#� Uns� Rl_Æ �̧x9���Ç \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� (1)\� _ÆK� Un�Ér R_Æ �̧x9���Ç \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� Rs� Baires�Ù¼�� \n2JUn�Ér R_Æ �̧x9���Ç|9�½+Ës���. ����"f (2)\� _ÆK� \n2JUn�Ér Rl_Æ�̧x9���Ç|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� Rl�Ér Baires���.Nùý=� 11.3.7. &ñ
o� 11.3.9\� _ÆK� $í
wn���Ç��.Nùý=� 11.3.9. Q�� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� Q = fq1; q2; : : :gs��� 
���. Õªo��� Wn = R � fqngs���
���.Õª�Q��� Q
 = \Wns�Ù¼�� Q
��H¢-aq���o�/BNçß� R_Æ GÆ-|9�½+Ës���.����"fë�H℄j 11.3.8\�_ÆK� Q
�Ér Baires���.Nùý=� 11.3.11. ¼#�_Æ�©� C = fx 2 R j f��H &h� x\�"f ���5Åqgs��� 
���. Äºo���H C�� q���íß�e���̀� ��#��� ��Ç��. ë�H℄j 11.3.10(1)\�_ÆK� C��H GÆ-|9�½+Ës���. Õªo��� &ñ
o� 11.3.11\�_ÆK� C��HR_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õª���X< ë�H℄j 11.3.10(2)\� _ÆK� C��H ��íß�s� |̈
 �º \O���. ����"fC��H q���íß�s���.11.4 ®*÷!T|�<O[j́P yNùý=� 11.4.1. R!�©�_Æ Y�L0A�©� Tp, ��ǑÉr0A�©� T��, �©���0A�©� Tb\� �/
�#�Tp � T�� � Tbs���. Õªo��� H�©�_Æ s�[þt_Æ ÂÒì�r/BNçß�0A�©��̀� y��y�� T �p , T ��� , T �b �� 
���. Õª�Q���T �p � T ��� � T �bs���. s�℄j H�©�_Æ `2-0A�©� T�\� �/K� T ��� � T� � T �be���̀� ��s���� �)a��.



11.4 e?�!Q��ÎáºH[e y 113���$� T ��� � T�e���̀� ��s���: e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� x 2 Hü< �ª�_Æ z�́�º "\� �/
�#� Æ =minf "2 ; 1g�� ×þ�
���. Õª�Q���y 2 B�(x; Æ) ) �(x;y) < Æ) d(xn; yn) � �(x;y) < Æ 8n) �d(xn; yn) = d(xn; yn) < "2 8n) ��(x;y) � "2 < ") y 2 B��(x; ")s���. Õª�QÙ¼�� B�(x; Æ) � B��(x; ")s���. ����"f T ��� � T�s���($í
|9� 3.3.16).s�℄j T� � T �b e���̀� ��s���: T�_Æ l�$�_Æ e��_Æ_Æ "é¶�è B�(x; ")s� ÅÒ#Q&������ 
���. e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� y 2 B�(x; ")\� �/K� Æ = "� �(x;y)s��� 
���� B�(y; Æ) � B�(x; ")s���. Õªo���y��y��_Æ������º n\��/K� Un = (yn� Æ2n ; yn+ Æ2n )s���
���� Un�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.����"f �1n=1Un�Ér (R! ;Tb)_Æ l�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� V = (�1n=1Un) \ H�Ér ÂÒì�r/BNçß� (H ;T �b )_Æl�$�_Æ "é¶�ès���. ¢̧��Ç e��_Æ_Æ &h� z 2 V\� �/
�#��(y; z) =vuut 1Xn=1(yn � zn)2 � 1Xn=1 jyn � znj < 1Xn=1 Æ2n = Æs�Ù¼�� V � B�(y; Æ)s� ÷&#Q y 2 V � B�(x; ")s���. ����"f T� � T �b s���(&ñ
o� 3.2.9).Nùý=� 11.4.3. (1) ���$� S � B�(0; 2)s�Ù¼�� S��H Ä»>�s���. Õªo��� f : H ! R, f(x) =�(x;0)s� ���5Åq���©�s��� f1gs� R_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� S = f�1(f1g)�Ér H_Æ {���2³|9�½+Ës���.(2) S�©�_Æ ��6£§õ� °ú �Ér �º\P� fang�̀� Òqty��
���.a1 = (1; 0; 0; 0; 0; : : :)a2 = (0; 1; 0; 0; 0; : : :)a3 = (0; 0; 1; 0; 0; : : :)a4 = (0; 0; 0; 1; 0; : : :)...Õª�Q��� �̧��H n 6= m\� �/K� �(an; an) = p2 > 1s�Ù¼�� �º\P� fang�Ér �º§4�
���H ÂÒì�r�º\P��̀�°ú�t� ·ú§��H��. Õª�QÙ¼�� S��H �º\P�(��Øþ�àÔ�� ��m���. ����"f &ñ
o� 11.1.18\� _ÆK� S��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.
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V� 12 *�×Tietze ��È*�×ÇaÆh�ÿ? Urysohn��h��ªÇaÆh�
12.1 Urysohn v�y�àíÄ��Â� Tietze 4Cv;FVàíÄ��Nùý=� 12.1.1. ���$� A = ? ¢̧��H B = ?��� �â
Äº\�� Òqty��
���. Äºo���H A = ?s��� 
���B\�� e��_Æ_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� �©��º���©� g : X ! [0; 1℄, g(x) = 1�Ér ���5Åqs���g(?) = ? � f0g, g(B) � f1gs���.s�℄j Aü< B�� �̧¿º /BN|9�½+Ës� ��m��� 
���. ��l� 5.1.22\�_ÆK� d(x;A)ü< d(x;B)�� �̧¿º���5Åqs�Ù¼�� f��H ���5Åq���©�s���. Õªo��� f(x) = 8<:0; x 2 A1; x 2 B s���. :£¤Z>�y� Aü< B�� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(0) = As��� f�1(1) = Bs���.Nùý=� 12.1.3. ���$� X_Æ {���2³ÂÒì�r/BNçß� A [ B [ C\�"f &ñ
_Æ�)a �<Ê�ºg : A [ B [ C ! [a; 
℄; g(x) = 8>>><>>>:a; x 2 Ab; x 2 B
; x 2 C��H ���5Åqs���. ����"f Tietze SX��©�&ñ
o�\� _ÆK� ���5Åq���©�f : X ! [a; 
℄ s: t: f jA[B[C = g�� �>rF���Ç��. Õªo��� ��"î

�>� f(A) � fag, f(B) � fbg, f(C) � f
gs���.115



116 =� 12 �Ék TIETZE �+"�Ék�_ÙX�·Ý URYSOHN ��X�½)�_ÙX�Nùý=� 12.1.5. ()) X�� (��Øþ�àÔs��� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f(X)��H Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� f(X)��H Ä»>���� {���2³|9�½+Ës���. :£¤Z>�y� f��H Ä»>�s���.(() ()
ÀÓZO�) X�� (��Øþ�àÔ�� ��m��� ��&ñ

���. Õª�Q��� X�� ��o�/BNçß�s�Ù¼�� X��H �FG��Ç&h�(��Øþ�àÔ�̧ ��m���. ����"f �FG��Ç&h��̀� °ú�t�·ú§��H Áº��ÇÂÒì�r|9�½+Ë A � X�� �>rF���Ç��. ���$� A0 = ?s�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� e��_Æ_Æ &h� a 2 A\� �/K� a =2 A0s�Ù¼�� Ua \ A = fag\�� ëß�7á¤
���H a_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Ua � X�� �>rF�
�#� fag��H ÂÒì�r/BNçß� A_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës� �)a��. ����"f ÂÒì�r/BNçß� A��H s�íß�0A�©��̀� °ú���H��. Õªo��� A�� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼��g(A) = N��� ���5Åq���©� g : A ! Rs� �>rF���Ç��. (���� ½̈�̂&h�Ü¼�� A�� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� ��ÂÒ��� |9�½+Ë B = fan j n 2 Ng � A�� �>rF���Ç��. s�℄j g(an) = n, g(A�B) = f1g�� &ñ
_Æ
���� �)a��. Õªo��� A�� s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� g��H ���5Åqs���.) ��Ç¼#� ��o�/BNçß� X��H &ñ
½©s���, A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� TietzeSX��©�&ñ
o�\�_ÆK� g_ÆSX��©� f : X ! Rs� �>rF���Ç��.Õª���X< f(X) � Ns�Ù¼�� f��H Ä»>��� ��m���. s���H �̧í�Hs���.Nùý=� 12.1.7. �<Ê�º r : R2�f0g ! S1, r(x) = xkxk�Ér���5Åqs���, �̧��H x 2 S1\��/K� r(x) = xs���. ����"f ~f = f Æ r : R2 � f(0; 0)g ! S1s� f_Æ SX��©�s���.Nùý=� 12.1.9. ���$� X � X�e���̀� �©�l�
���. Õªo��� xn = (1� 1n )�2 , yn = (�1 + 1n )�2�� 
���.Õª�Q��� limn!1xn = � = limn!1yns�t�ëß� limn!1f(xn) =1; limn!1f(yn) = �1s�Ù¼�� f��H ���5Åq���©� g : X� ! R�� SX��©�½+É �º \O���.Nùý=� 12.1.11. g1; g2 : A! Z\�� f_Æ SX��©�s��� 
���. Õª�Q���h : A! Z � Z; h(x) = (g1(x); g2(x))��H ���5Åqs���. ��Ç¼#� Z�� Hausdor�s�Ù¼�� � = f(z; z) j z 2 Zg��H Z � Z_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� h�� ���5Åqs�Ù¼�� h�1(�)��H A_Æ {���2³|9�½+Ës��� A � h�1(�)s���. Õª���X< A�� A\�� �í�<Ê
���H ���©� ����Ér {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� h�1(�) = As� �)a��. ����"f g1 = g2s���.Nùý=� 12.1.13. (
),(d) (X;T )�� ��o��o��0px /BNçß�s�Ù¼�� ��o�/BNçß�Ü¼�� �̂��º e����. ����"f&ñ
o� 11.1.18\� _ÆK� $í
wn���Ç��.(d))(b) ëß���� � : X ! R�� ���5Åqs���� X�� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� �(X)�̧ R_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õªo��� Heine-Borel &ñ
o�\� _ÆK� �(X)��H R_Æ Ä»>���� {���2³|9�½+Ës���. ����"f ���H Ä»>�s���.(d))(a) X�� (��Øþ�àÔs���� Y�L/BNçß� X � X�̧ (��Øþ�àÔs���. Õªo��� ÅÒ#Q��� ��o� d\� �/K�d : X �X ! Rs� ���5Åqs�Ù¼�� d(X �X)��H R_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f Heine-Borel&ñ
o�\� _ÆK� d(X �X)��H R_Æ Ä»>���� {���2³|9�½+Ës���. ����"f d��H Ä»>�s���.
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ÀÓZO�) ���$� (X;T )�� ��o��o��0px /BNçß�s�Ù¼�� Td = T��� X�©�_Æ ��o� d\��×þ�
���.s�℄j Ä»>��� ����� ���5Åq���©� � : X ! R�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� F : X ! X �R,F (x) = (x; �(x))��H V,�l����©�s���. Õªo��� F� : X ! F (X), F�(x) = F (x)��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. Õªo��� D((x; s); (y; t)) = pd(x; y)2 + (s� t)2�� Y�L/BNçß� X � R�©�_Æ ��o�s���. s�℄jd� : X �X ! R�̀�d�(x; y) = D(F (x); F (y)) =pd(x; y)2 + (�(x) � �(y))2��&ñ
_Æ
���� F���0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� d���H X�©�_Æ��o�s��� Td� = Ts���. Õª�Q�� ��� Ä»>��� ��m�Ù¼�� d���H Ä»>��� ��m���.(b))(
) ()
ÀÓZO�) X�� �FG��Ç&h�(��Øþ�àÔ�� ��m����� ��&ñ

���. Õª�Q��� A0 = ?��� X_Æ Áº��ÇÂÒì�r|9�½+Ë A�� �>rF���Ç��. e��_Æ_Æ &h� a 2 A\� �/K� a =2 A0s�Ù¼�� a_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF�
�#� U \A = fags���. Õª�QÙ¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë fag��H ÂÒì�r/BNçß� A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f ÂÒì�r/BNçß� A��H s�íß�0A�©��̀� °ú���H��.��Ç¼#� A�� Áº��Ç|9�½+Ës�Ù¼�� (���×þ�/BNo�\� _ÆK�) ������<Ê�º ' : A ! Ns� �>rF���Ç��. Õªo���ÂÒì�r/BNçß� A�� s�íß�0A�©��̀� ��t�Ù¼�� ' : A ! R�Ér ���5Åqs���. ¢̧��Ç �̧��H ��o�/BNçß��Ér &ñ
½©s�Ù¼�� X��H &ñ
½©s���, A0 = ?s�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f Tietze SX�&ñ
&ñ
o�\�_ÆK� '_Æ ���5Åq��� SX��©� � : X ! Rs� �>rF���Ç��. Õª���X< �(X) � Ns�Ù¼�� ���H Ä»>��� ��m���.Nùý=� 12.1.15. (i) �©��º���©� 
 : X ! R, 
(x) = 0s� ���5Åqs���, Rs� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��X = 
�1(R) 2 Ss���. ����"f S��H |9�½+Ë X�©�_Æ ÂÒì�rl�$�s���.(ii)e��_Æ_Æ���5Åq���©� f : X ! Rü< R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U\��/K� f�1(U) 2 Ts�Ù¼�� S � Ts���. ��Ç¼#� TS�� S\�� �í�<Ê
���H ���©�����Ér 0A�©�s�Ù¼�� TS � T s���.%i�Ü¼�� U 2 T�� 
���. Õª�Q��� U 
��H (X;T )_Æ {���2³|9�½+Ës���. y��y��_Æ &h� x 2 U\� �/K�X�� &ñ
½©s�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë fxg��H X_Æ {���2³|9�½+Ës��� fxg \ U
 = ?s���. ����"f UrysohnLemma\� _ÆK� ���5Åq���©�fx : X ! [0; 1℄ ,! R s: t: f(x) = 1; f(U
) � f0gs� �>rF���Ç��. Õª�Q��� Vx = f�1((0; 2)) 2 Ss��� x 2 Vx � Us���. �8½̈�� S � TSs�Ù¼��Vx 2 TSs���. Õªo��� U = [x2UVxs�Ù¼�� U 2 TSs���. ����"f T � TSs���.12.2 
kB�½õàíÄ<�� <O[j́P»Î Urysohn ����È*àíÄ��Nùý=� 12.2.1. ���$� X����o��o��0pxs��� 
���. Õªo��� $í
|9� 10.2.31\�_ÆK� (��Øþ�àÔ ��o�/BNçß��Ér ℄j2��íß�s�Ù¼�� X��H ℄j2��íß�s���.
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���. X�� (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� X��H &ñ
½©s���. ����"f Urysohn ��o��o&ñ
o�\� _ÆK� X��H ��o��o��0pxs���.Nùý=� 12.2.3. ���$� (X;Tf )�� ��o��o��0pxs���� (X;Tf )��H Hausdor�s���. ����"f X��H Ä»��Ç|9�½+Ës���.%i�Ü¼�� X�� Ä»��Ç|9�½+Ës���� (X;Tf )��H s�íß�0A�©��̀� °ú���H��. ����"f (X;Tf )��H s�íß���o�\��°ú���H ��o�/BNçß�s���.Nùý=� 12.2.5. ���$� Rls� &ñ
½©s�Ù¼�� &ñ
gË:s���. ����"f ÂÒì�r/BNçß� A�̧ &ñ
gË:s���. Õªo��� A����íß�|9�½+Ës�Ù¼�� ÂÒì�r/BNçß� A��H ℄j2��íß�s���. ����"f Urysohn ��o��o&ñ
o�\� _ÆK� ÂÒì�r/BNçß�A��H ��o��o��0pxs���.Nùý=� 12.2.7. ���$� � = f(x; x) j x 2 Xg�� (��Øþ�àÔ/BNçß� Xü< 0A�©�1lx+þAs�Ù¼�� ���H Y�L/BNçß�X �X_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���.(1) y��y��_Æ i 2 N\� �/K� Wi = f�1((� 1i ; 1i )gs��� 
���� Wi��H X �X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� � = \1i=1Wis���.(2) s�℄j��&ñ
�)aWiü<e��_Æ_Æ&h� (x; x) 2 �\��/K�Wi�� (x; x)_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� (x; x) 2Ux�Ox �Wi\�� ëß�7á¤
���H X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ë Ux, Ox�� �>rF���Ç��. Õªo��� Vx = Ux\Ox��
���� Vx��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f (x; x) 2 Vx � Vx � Wi\�� ëß�7á¤��Ç��. ¢̧��Ç Vi = fVx �Vx j x 2 Xg�� (��Øþ�àÔ|9�½+Ë �_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼�� Ä»��Ç ÂÒì�rW=�>h fVi;j � Vi;j j j =1; : : : ; nig � Vi�� �>rF�
�#� � � [nij=1Vi;j � Vi;j �Wi\�� ëß�7á¤��Ç��.(3) s�℄j B = [1i=1fVi;j j j = 1; : : : ; nig�� X_Æ l�$��� H�d�̀� ��s���.(i) e��_Æ_Æ &h� x 2 Xü< x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\� �/K� U
s� (��Øþ�àÔ/BNçß� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� U 
�Ér (��Øþ�àÔs���. s�℄j g : U 
 ! R, g(y) = jf(x; y)js��� 
���� g��H ���5Åqs�Ù¼��g(z) = minfg(y) j y 2 U
g\��ëß�7á¤
���H z 2 U
���>rF���Ç��.��Ç¼#� g(z) = jf(x; z)j > 0s���. s�℄j r = g(z) = jf(x; z)js��� 
���� 1i < r��� ������º is� �>rF���Ç��. Õªo��� (x; x) 2� � [nij=1Vi;j �Vi;j �Wis�Ù¼�� (x; x) 2 Vi;j �Vi;j �Wi\�� ëß�7á¤
���H Vi;j 2 B�� �>rF���Ç��.ëß���� y 2 Vi;js���� (x; y) 2 Vi;j � Vi;j �Wis�Ù¼�� jf(x; y)j < 1i < rs� ÷&#Q y 2 Us���. ����"f Vi;j � Us���. Õª�QÙ¼�� x 2 Vi;j � Us���.(ii) Õªo��� ëß���� x 2 Vi;j \ Vk;ls���� U = Vi;j \ Vk;l��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õª�Q��� (i)\�_ÆK� x 2 Vs;t � U\�� ëß�7á¤
���H Vs;t 2 B�� �>rF���Ç��.(4) ����"f X��H℄j2��íß�s���. Õªo��� ��&ñ
\� _ÆK� X�� (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� &ñ
½©s���. ����"f Urysohn ��o��o&ñ
o�\� _ÆK� X��H ��o��o��0pxs���.
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�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß�s��� 
���. Õª�Q��� X��H &ñ
gË:s�Ù¼�� X��HT1s���.s�℄j X_Æ {���2³|9�½+Ë Cü< &h� x =2 Cs� ÅÒ#Q&���� 
���. Õª�Q��� C
�� &h� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���X�� &ñ
gË:s�Ù¼�� x 2 V � V � C
�̀� ëß�7á¤
���H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V�� �>rF���Ç��. ��Ç¼#� X�� ²DG�è(��Øþ�àÔs�Ù¼�� x 2 U � K\�� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ë Uü< (��Øþ�àÔ|9�½+Ë K�� �>rF���Ç��. s�℄j W = U \ V , L = K \ V�� 
���� W��H\P�Ǒ2;|9�½+Ë, L�Ér(��Øþ�àÔ|9�½+ËÜ¼��"f x 2 W � Ls���.Õªo��� Ls�(��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼��ÂÒì�r/BNçß� L�Ér &ñ
½©s��� fxgü< L�Ws� "f���è��� {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� Urysohn Lemma\� _ÆK����5Åq���©� g : L! [0; 1℄ s: t: g(fxg) � f1g; g(L�W ) � f0gs� �>rF���Ç��. s�℄j f : X ! [0; 1℄; f(x) =8<:g(x); x 2 L0; x 2 X � Ls��� 
���� f��H ���5Åqs���, f(x) = 1, f(C) � f0gs���.����"f X��H ¢-a���&ñ
gË:s���.Nùý=� 12.2.11. '����|9�½+Ë ��� q���íß�|9�½+Ës��� 
��� X\�� Y�L/BNçß� [0; 1℄��� 
���. s�℄j X��℄j1��íß�s� ��_���̀� )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�#� ��s���. ëß���� X�� ℄j1��íß�s��� ��&ñ

���� &h� 0 =(0)�2� 2 X\�"f_Æ ��íß� ²DG�èl�$� B0 = fBn j n 2 Ngs� �>rF�
�#� �̧��H Bn\� �/K� 0 2Bn 2 Tps���. s�℄j y��y��_Æ � 2 �\� �/K�W� = ��2�U� ; #�l�"f U� =8<:[0; 1); � = �[0; 1℄; � 6= �s��� 
���� 0 2W� 2 Tps���. Õªo��� B0s� &h� 0\�"f_Æ ²DG�èl�$�s�Ù¼�� ÅÒ#Q��� � 2 �\� �/K� 0 2 Bn� �W�\�� ëß�7á¤
���H Bn� 2 B0s� �>rF���Ç��. s�℄j �<Ê�º' : �! N; '(�) = n�\�� Òqty��
���. Õª�Q��� � = [1n=1'�1(n)s��� ��� q���íß�s�Ù¼�� &h�#Q�̧ 
���_Æ '�1(n)�Ér q���íß�|9�½+Ës���. s��Q��Ç n\� �/K� Bn � \�2'�1(n)W�s�Ù¼�� Bn =2 Tp�� ÷&#Q �̧í�Hs���.



120 =� 12 �Ék TIETZE �+"�Ék�_ÙX�·Ý URYSOHN ��X�½)�_ÙX�Nùý=� 12.2.13. ���$� ¢-a������©� p�� �������� {���2³���©�s��� X�� T1s�Ù¼�� Y �̧ T1s���.��Ç¼#� ÅÒ#Q��� Y_Æ {���2³|9�½+Ë Cü< &h� y =2 C\� �/K� p�� ¢-a������©�s�Ù¼�� A = p�1(y)��H (��Øþ�àÔs��� B = p�1(C)��H {���2³|9�½+ËÜ¼��"f A \ B = ?s���. ë�H℄j 12.2.12\� _ÆK� ���5Åq���©�f : X ! [0; 1℄ s: t: f(A) � f0g; f(B) � f1gs� �>rF���Ç��. s�℄j y��y��_Æ r 2 (0; 1)\� �/K� Ur = f�1([0; r))�Ér X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ëß����0 < r < s < 1s���� r < t < s��� z�́�º ts� �>rF�
�#�Ur � Dt = f�1([0; t℄) � Uss���. Õªo��� Dt�� {���2³|9�½+Ës�Ù¼��Ur � Ur � Dt = f�1([0; t℄) � Us�̀� ëß�7á¤��Ç��. s�℄j Vr = p(Ur)s��� 
���� p�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� Vr�Ér Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ëß����r < ss���� Vr = p(Ur) � p(Ur) � p(Us) = Vss���. Õª���X< p�� {���2³���©�s�Ù¼�� p(Ur)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"fVr � V r � p(Ur) � Vss���.����"f y��y��_Æ r 2 (0; 1)\� �/
�#� ��6£§�̀� ëß�7á¤
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vrs� �>rF���Ç��:(i) Ur � Us (r < s; r; s 2 (0; 1)),(ii) A � Ur (8r 2 (0; 1)),(iii) Ur � B
 (8r 2 (0; 1)).s�℄j�<Ê�º f : X ! [0; 1℄\����6£§õ�°ú s�&ñ
_Æ
���.���$� �̧��H r 2 (0; 1)\��/
�#� x 2 Urs���� f(x) = 0Ü¼�� &ñ
_Æ
���, ëß���� x =2 Ur��� r 2 Ds� �>rF�
���H �â
Äº��Hf(x) = supfr j x =2 Urg�� &ñ
_Æ
���. 7£¤, f(x) = 8<:0; x 2 Ur 8r 2 (0; 1)supfr j x =2 Urg; Õª µ1Ú_Æ �â
Äºs���. Õª�Q��� f��H &ñ
_Æ\� _Æ
�#� ��"î

�>�f(X) � [0; 1℄; f(A) = 0; f(B) = 1



12.3 STONE-�CECH .íÖÊ����½) 121�̀� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� Urysohn ���̧&ñ
o�(lemma)_Æ 7£x"î
õ�&ñ
õ� °ú s� f�� ���5Åqe���̀� ��{9� �ºe����.12.3 Stone-�Ce
h âHÁS��|�È*Nùý=� 12.3.1. X�� (��Øþ�àÔ Hausdor� /BNçß� �(X)_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r/BNçß�s�Ù¼�� X��H �(X)_Æ {���2³ ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f �(X) = X = Xs���.Nùý=� 12.3.3. (1) V,�l����©� h : (0; 1) ,! S1, h(x) = (
os 2�x; sin 2�x)�� Ä»�̧
���H (0; 1)_Æ (��Øþ�àÔ�o�� Y1s�Ù¼�� Y1 �= h(X) = S1s���. ����"f Äºo���H ë�H℄j 12.3.2\� _ÆK� ���5Åq���©�~f� : S1 ! R s: t: ~f� Æ h = f�� �>rF�
�t� ·ú§6£§�̀� ��s���� �)a��. s��Q��Ç ���5Åq���©� ~f��� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õªo��� p =(1; 0) 2 S1s��� 
���. Õª�Q��� ¿º �º\P� xn = 1n , yn = 1 � 1n (8n 2 N)\� �/K� limn!1h(xn) =p = limn!1h(yn)s�Ù¼��~f�(p) = ~f�( limn!1h(xn)) = limn!1 ~f�(h(xn)) = limn!1f(xn) = limn!1xn = 0;~f�(p) = ~f�( limn!1h(yn)) = limn!1 ~f�(h(yn)) = limn!1f(yn) = limn!1yn = 1s� ÷&#Q �̧í�Hs���.(2) �í�<Ê���©� i : (0; 1) ,! [0; 1℄�� Ä»�̧
���H (0; 1)_Æ (��Øþ�àÔ�o�� Y2s�Ù¼�� Y2 = [0; 1℄s���.����"f ���5Åq���©� ~f : [0; 1℄! R s: t: ~f Æ i = f�� �>rF�
�t� ·ú§6£§�̀� ��s���� �)a��. s��Q��Ç ���5Åq���©� ~f�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� ¿º �º\P� xn = 12n�+ 12� , yn = 12n�+ 32� (8n 2 N)\� �/K� limn!1xn = 0 = limn!1yns�Ù¼��~f(0) = ~f( limn!1i(xn)) = limn!1 ~f(i(xn)) = limn!1f(xn) = limn!11 = 1;~f(0) = ~f( limn!1i(yn)) = limn!1 ~f(i(yn)) = limn!1f(yn) = limn!1� 1 = �1s� ÷&#Q �̧í�Hs���.(3) V,�l����©� h : (0; 1) ,! I2 = [�1; 1℄2, h(x) = (x; sin 1x)�� Ä»�̧
���H (0; 1)_Æ (��Øþ�àÔ�o�� Y3s�Ù¼�� Y3 �= h(X) = f0g � [�1; 1℄ [ f(x; sin 1x) j 0 < x � 1gs���. ����"f Äºo���H ë�H℄j 12.3.2\� _ÆK� ���5Åq���©� ~f� : h(X)! R s: t: ~f� Æ h = f



122 =� 12 �Ék TIETZE �+"�Ék�_ÙX�·Ý URYSOHN ��X�½)�_ÙX��� �>rF�
�t� ·ú§6£§�̀� ��s���� �)a��. s��Q��Ç ���5Åq���©� ~f��� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� ¿º�º\P� xn = 12n�+ 14� , yn = 12n�+ 34� (8n 2 N)\� �/K� limn!1h(xn) = (0; 1p2 ) = limn!1h(yn)s�Ù¼��~f�(0; 1p2 ) = ~f�( limn!1h(xn)) = limn!1 ~f�(h(xn)) = limn!1f(xn) = 1p2 ;~f�(0; 1p2 ) = ~f�( limn!1h(yn)) = limn!1 ~f�(h(yn)) = limn!1f(yn) = � 1p2s� ÷&#Q �̧í�Hs���.(4) V,�l����©� h : X = (0; 1) ,! I3 = [�1; 1℄3, h(x) = (x; sin 1x ; 
os 1x )\� _ÆK� Ä»�̧÷&��H(0; 1)_Æ (��Øþ�àÔ�o Y\�� Òqty��
���. Õª�Q���Y �= h(X) = f0g � S1 [ f(x; sin 1x ; 
os 1x ) j 0 < x � 1g � [0; 1℄� S1s���. ����"f Äºo���H ë�H℄j 12.3.2\� _ÆK� ���5Åq���©�~fi : h(X)! R s: t: ~fi Æ h = f�� �>rF��<Ê�̀� ��s���� �)a��. Õª���X< y��y��_Æ i = 1; 2; 3\� �/K� ��%ò
���©��i : h(X)! R; �(x1; x2; x3) = xi�Ér ���5Åqs��� �i Æ h = fis�Ù¼�� Äºo��� "é¶
���H ���5Åq���©� ~fi = �i�� �>rF���Ç��.Nùý=� 12.3.5. (1) ()
ÀÓZO�) ÅÒ#Q��� " > 0\� �/K� �̧|	��̀� ëß�7á¤
���H a 2 S
�� �>rF�
�t� ·ú§��H���� ��&ñ

���. Õª�Q��� bn � bn+1; jf(bn+1)� f(bn)j � "�̀�ëß�7á¤
���H7£x���º\P� bn 2 S
s��>rF���Ç��.Õªo��� S
_Æ��íß�ÂÒì�r|9�½+Ë fbn 2 S
 j n 2 Ng_Æ�©�>� b 2 S
�� �>rF���Ç��(&ñ
o� 4.2.47). Õª�Q��� bn�Ér b�� �º§4�
�t�ëß� f(bn)�Ér �º§4�
�t� ·ú§��H��. s���H f�� ���5Åqs�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.(2) y��y��_Æ ������º n 2 N\� �/K� 1n > 0s�Ù¼��, (1)\� _ÆK�, �̧��H b � an\� �/K�jf(b)� f(an)j < 1n�̀� ëß�7á¤
���H an 2 S
�� �>rF���Ç��. Õªo��� S
_Æ ��íß�ÂÒì�r|9�½+Ë fan 2 S
 j n 2 Ng_Æ �©�>�a 2 S
�� �>rF���Ç��(&ñ
o� 4.2.47). Õª�Q��� e��_Æ_Æ x; y 2 (a;
)\� �/K� x; y � an(8n 2 N)s�Ù¼�� �̧��H ������º n 2 N\� �/K�jf(x)� f(y)j � jf(x)� f(an)j+ jf(an)� f(y)j < 1n + 1n = 2ns� ÷&#Q f(x) = f(y)s���. ����"f f��H (a;
)�©�\�"f �©��º���©�s���.



12.3 STONE-�CECH .íÖÊ����½) 123(3) ���$� S!_Æ ��Ç &h� (��Øþ�àÔ�o��H S
 = S
 [ f
gs���. Õªo��� (2)\� _ÆK� e��_Æ_Æ (Ä»>����) ���5Åq���©� f : S
 ! R\� �/K� &h�{©���Ç a 2 S
�� �>rF�
�#� f((a;
)) = fpgs���. Õª�Q���~f : S
 ! R; ~f(x) = 8<:f(x); x 2 S
p; x = 
��H f_Æ SX��©�s���. ����"f Stone-�Ce
h (��Øþ�àÔ�o_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� S
��H S
_Æ Stone-�Ce
h (��Øþ�àÔ�os���. Õªo��� Stone-�Ce
h (��Øþ�àÔ�o��H 1lxu�&h�Ü¼�� Ä»{9�
�Ù¼�� S
��H �(S
)ü< 1lxu�&h�s���. (4) Y\�� S
_Æ (��Øþ�àÔ�o�� 
���. Õª�Q��� ë�H℄j 12.3.4\� _ÆK� Y��H S
 = S
 [ f
g_Æ �©�/BNçß�s���. ÕªA�"f 
ard(Y ) � 
ard(S
)s���. Õª���X< S
�� (��Øþ�àÔ�� ��m�Ù¼�� S
 $ Ys���. ����"f Y��H S
 [ f�g�� ÷&#Q�� ��Ç��. ����"f Y��H S
ü< 1lxu�&h�s���.Nùý=� 12.3.7. (1) X�� s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� f : X ! f0; 1g, f(A) = 0, f(X � A) = 1�Ér ���5Åq���©�s���. ����"f f_Æ SX��©� ~f : �(X) ! f0; 1g�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� A � f�1(f0g), X � A �f�1(f1g)s��� f�1(f0g), f�1(f1g)�� �̧¿º �(X)_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A � f�1(f0g), X �A �f�1(f1g)s���. ����"f A \X �A = ?s���.:£¤Z>�y� �(X) = X = A [ (X �A) = A [X �As�Ù¼�� �(X)�A = X �As���. ����"fA��H �(X)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(2) ���$� U \X � Us�Ù¼�� U \X � Us���.%i�Ü¼�� x 2 U�� 
���. Õª�Q��� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V\� �/
�#� U \ V 6= ?s���. Õªo��� X�� �(X)_Æ �̧x9���Ç ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� V \ (U \X) = (V \ U) \ X 6= ?s� ÷&#Qx 2 U \Xs���. Õª�QÙ¼�� U � U \Xs���. ����"f U \X = Us���.Õªo��� (1)\� _ÆK� U = U \X��H �(X)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.(3) Y\�� "f�� ��ǑÉr ¿º &h� x; y\�� �í�<Ê
���H �(X)_Æ ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. Äºo���H Y�� q�������e���̀� ��s���� �)a��. �(X)�� Hausdor�s�Ù¼�� x 2 U , y =2 U\�� ëß�7á¤
���H �(X)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U�� �>rF���Ç��. Õªo��� (2)\� _ÆK� U��H �(X)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� 1lxr�\� {���2³|9�½+Ës�Ù¼��fY \ U; Y � Ugs� Y_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� �)a��. ����"f Y��H q�������s���.Nùý=� 12.3.9. (1) i Æ idX : X ! X ,! �(X)��H id�(X) Æi : X ,! �(X) ! �(X)\� �/K�i Æ idX = id�(X) Æis�Ù¼�� id�(X)��H i Æ idX_Æ SX��©�s���.�(X) id�(X) // �(X)X idX //?�i OO X?�i OO
����"f SX��©�_Æ Ä»{9�$í
\� _ÆK� �(idX ) = id�(X)s���.



124 =� 12 �Ék TIETZE �+"�Ék�_ÙX�·Ý URYSOHN ��X�½)�_ÙX�(2) ���$� iX : X ,! �(X), iY : Y ,! �(Y ), iZ : Z ,! �(Z)\�� �í�<Ê���©�[þts��� 
���.�(X) �(f) // �(Y ) �(g) // �(Z)X f //?�iX OO Y g //?�iY OO Z?� iZOO
Õª�Q��� �(f)ü< �(g)_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� �(f) Æ iX = iY Æ f , �(g) Æ iY = iZ Æ gs�Ù¼���(g) Æ �(f) Æ iX = �(g) Æ iY Æ f = iZ Æ g Æ fs� ÷&#Q �(g) Æ �(f)��H iZ Æ (g Æ f)_Æ SX��©�s���. ����"f SX��©�_Æ Ä»{9�$í
\� _ÆK� �(g Æ f) =�(g) Æ �(f)s���.



V� 13 *�×(�×�̄»ë5Ñ
13.1 9FV<O[j́P(quotient spa
e)Nùý=� 13.1.1. C = fn+ 1n j 2 � n 2 Ng�Ér R_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª�Q�� &h� (1; 0)�Ér f(C)_Æ �FG��Ç&h�s�t�ëß�, (1; 0) =2 f(C)s�Ù¼�� f(C)��H S1_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���. ����"f f��H {���2³���©�s���m���.Nùý=� 13.1.3. f\� _Æ��Ç Y�©�_Æ �©�0A�©�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK�TY = fU � Y j f�1(U) 2 Tlgs���. ����"f TY = f?; Y; f1g; f4g; f1; 4g; f3; 4g; f1; 3; 4g; f2; 3; 4ggs� �)a��.Nùý=� 13.1.5. ���$� A = fag; B = fb; eg; C = f
; dg�� 
���. Õª�Q��� P = fA;B;Cgs���. Õªo��� � : (X;T )! X=P =P ; �(x) =8>>><>>>:A; x 2 AB; x 2 BC; x 2 Cs���. ����"f TQ = f?; A; C; fA;Cg; fB;Cg;Pgs��� X=P = (P ;TQ)s���.Nùý=� 13.1.7. ���$� ��� �����, ���5Åq, \P�Ǒ2;���©�e���̀� �©�l�
���.(1) ��� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼��, �̧��H B 2 B\� �/K� �(B) 2 TQs���. 7£¤, BQ��H X=� =(X=�;TQ)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e��s���. 125



126 =� 13 �Ék �ÉkÎáºH[es�℄je��_Æ_Æ&h� [x℄ 2 X=�ü< [x℄_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó U(7£¤, [x℄ 2 U 2 TQ)\��/
�#� x 2 ��1(U) 2Ts���. Õª���X< B�� X_Æ l�$�s�Ù¼�� x 2 B � ��1(U)\�� ëß�7á¤
���H B 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo��� ��� �����s�Ù¼�� [x℄ 2 �(B) � �(��1(U)) = Us���. ����"f $í
|9� 3.2.14\� _ÆK� BQ��H�©�/BNçß� X=�_Æ l�$�s���.(2) ëß���� X�� ℄j2��íß�s���� X_Æ ��íß�l�$� B�� �>rF���Ç��. Õªo��� (1)\� _ÆK� BQ =f�(B) j B 2 Bg��H �©�/BNçß� X=�_Æ ��íß�l�$�s�Ù¼�� X=��Ér ℄j2��íß�s���.Nùý=� 13.1.9. (1) ¼#�_Æ�©� ��Ä»���©� � : R ! R=B\���(x) = 8<:b�; x 2 Bx�; x =2 Bs��� 
���. s�℄j "f�� ��ǑÉr ¿º &h� 0�, b� 2 R=B\�� Òqty��
���. 0�_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U �R=B\� �/
�#� ��1(U)�� 0_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� 0 2 (a; b) � ��1(U) � R�̀� ëß�7á¤
���H R_Æl�$�_Æ "é¶�è (a; b)�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� (a; b) \ B 6= ?s�Ù¼�� x 2 (a; b) \ B�� �>rF�
�#�b� = �(x) 2 Us���. ����"f 0� 2 Us��� b� =2 U��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë U � R=B��H �>rF�
�t� ·ú§��H��.����"f R=B��H T1s� ��m���.(2) ���$� ��1(fb�g) = Bs� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m��� {���2³|9�½+Ë�̧ ��m�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ëfb�g��H R=B_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m��� {���2³|9�½+Ë�̧ ��m���.(i) (0; 1)�Ér R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß� �((0; 1)) = fb�g��H R=B_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� ���H \P�Ǒ2;���©�s� ��m���.(ii) ��Ç &h� |9�½+Ë f1g�Ér R_Æ {���2³|9�½+Ës�t�ëß� �(f1g) = fb�g��H R=B_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� ���H {���2³���©�s� ��m���.Nùý=� 13.1.11. (1) "f�� ��ǑÉr ¿º Áºo��º xü< y\� �/
�#� x � ys�Ù¼�� �(x) = [x℄ 6= [y℄ =�(y)s���. Õªo��� Áºo��º |9�½+Ë Q
s� q���íß�s�Ù¼�� R=Q��H q���íß�|9�½+Ës���.(2) [1℄ = Qs�Ù¼�� �1(f�(1)g) = Qs���. Õªo��� �1(f�(1)g) = Qs� R_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m�Ù¼�� �©�0A�©�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� f�(1)g��H R=Q_Æ {���2³|9�½+Ës� ��m���.(3) [p2℄ = fp2gs�Ù¼�� ��1(f�(p2)g) = fp2gs���. Õªo��� fp2gs� R_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� f�(p2)g��H R=Q_Æ {���2³|9�½+Ës���.(4) Rs� U�́������s��� ��� �������� ���5Åq���©�s�Ù¼�� R=Q = �(R)�̧ U�́������s���.(5) y��y��_Æ ������º n\� �/
�#�Un = R=Q � f�(kp2) j n � k 2 Ngs��� 
���. Õª�Q��� ��1(Un) = R � fkp2 j n � k 2 Ngs� R_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� Un�Ér R=Q_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� [1n=1Un = R=Qs�Ù¼�� fUn j n 2 Ng�Ér R=Q_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õª���X<fUn j n 2 Ng_Æ Ä»��ÇÂÒì�rW=�>h�� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� R=Q��H (��Øþ�àÔ�� ��m���.



13.1 �ÉkÎáºH[e(QUOTIENT SPACE) 127Nùý=� 13.1.13. I = [0; 1℄�̀� Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß�s��� 
���. s�℄j X=� �= Ie���̀� ��s���.���$� ���©� f : X ! I; f(x; y) = x2 + y2��H �����, ���5Åqs��� (x1; y1) � (x2; y2) , f(x1; y1) = f(x2; y2)\�� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� X�� (��Øþ�àÔs��� I�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� f��H {���2³���©�s� ÷&#Q f��H0A�©�1lx+þA���©� ~f : X=� ! I; ~f([x; y℄) = f(x; y) = x2 + y2\�� Ä»�̧��Ç��. ����"f X=� �= Is���.Nùý=� 13.1.15. I = [0; 2℄\�� Ä»9þto�×¼/BNçß� R_Æ ÂÒì�r/BNçß�s��� 
���. s�℄j X=� �= Ie���̀� ��s���.���$� ���©� f : X ! I; f(x; y) = x2 + y2��H �����, ���5Åqs��� (x1; y1) � (x2; y2) , f(x1; y1) = f(x2; y2)\�� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� X�� (��Øþ�àÔs��� I�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� f��H {���2³���©�s� ÷&#Q f��H0A�©�1lx+þA���©� ~f : X=� ! I; ~f([x; y℄) = f(x; y) = x2 + y2\�� Ä»�̧��Ç��. ����"f X=� �= Is���.Nùý=� 13.1.17. S1�̀� Ä»9þto�×¼/BNçß� R2_Æ ÂÒì�r/BNçß�s��� 
���.���$� x 2 R_Æ 1lxu�ÀÓ��H [x℄ = x+ 3Z= fx+ 3n j n 2 Zgs���.���5Åq���©�f : R ! S1; f(x) = (
os 23x�; sin 23x�)��H x � y , f(x) = f(y)\�� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� f�� �������� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� f��H 0A�©�1lx+þA���©�~f : R=� ! S1; ~f([x℄) = (
os 23x�; sin 23x�)\�� Ä»�̧��Ç��. ����"f R=� �= S1s���.



128 =� 13 �Ék �ÉkÎáºH[eNùý=� 13.1.19. (1) A = (�2;�1) � (1; 2) [ fP;Qg, B = (1; 2) � (2; 3) [ fR;Sgs��� 
���.Õª�Q��� Aü< B�� �̧¿º ������s�Ù¼�� �(A)ü< �(B)�̧ �̧¿º ������s���. Õªo��� Q � Rs�Ù¼���(P ) = �(Q) 2 �(A) \ �(B)s� ÷&#Q �(A) \ �(B) 6= ?s���. ����"f Y=� = �(A) [ �(B)��H������s���(&ñ
o� 8.1.19).(2) C = f(x;�x) 2 Y j �1 � x � �1g, D = f(x; 4 � x) 2 Y j 1 � x � 2gs��� 
���. Õª�Q��� Cü< D�� �̧¿º (��Øþ�àÔs�Ù¼�� �(C)ü< �(D)�̧ �̧¿º (��Øþ�àÔs���. ����"fY=� = �(C) [ �(D)��H (��Øþ�àÔs���.(3) (i) ���$� ���5Åq���©� f : Y ! [0; 4℄, f(x; y) = y � x��H \P�Ǒ2;���©�s� ��m��� {���2³���©��̧��_���̀� Ä»_Æ
���: ü���
���� A = (�2;�1)� (1; 2) [ fP;Qg��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�t�ëß� f(A) =[2; 4℄��H [0; 4℄_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës� ��m���. ����"f f��H \P�Ǒ2;���©�s� ��m���.Õªo��� E = f(x; y) 2 R2 j y � �x+ 92g�� R2_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� F = Y \E��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª���X< f(F ) = ( 12 ; 32 )��H [0; 4℄_Æ{���2³|9�½+Ës���m���. ����"f f��H {���2³���©�s� ��m���. (ii) ��Ç¼#� f��H (x1; y1) � (x2; y2) , f(x1; y1) = f(x2; y2)\�� ëß�7á¤
���H �������� ���5Åq���©�s�Ù¼�� f�� Ä»�̧
���H ���©� ~f : Y=� ! [0; 4℄, ~f([(x; y)℄) =y � x�̧ �������� ���5Åq���©�s���. Y f ##FFFFFFFFF� ��Y=� ~f // [0; 4℄Õªo��� ��"î

�>� ~f��H éß���s���. ����"f ~f��H ���éß������ ���5Åq���©�s���.��Ç¼#� (2)\� _ÆK� Y=�s� (��Øþ�àÔs��� [0; 4℄�� Hausdor�s�Ù¼�� ~f : Y=� ! [0; 4℄��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 13.1.21. (1) f�1([0; 12 )) = Sn2Z[n; n+ 12 ) =2 Us�Ù¼�� [0; 12 ) =2 Ts���.(2) f�1(( 12 ; 1)) = Sn2Z(n+ 12 ; n+ 1) 2 Us�Ù¼�� ( 12 ; 1) 2 Ts���.(3) ( 12 ; 2) 2 Us�t�ëß�, h�1(( 12 ; 2)) = [0; 12 ) =2 Ts���. ����"f h��H ���5Åqs� ��m���.(4) Äºo���H (R;U )_Æ l�$�_Æ "é¶�è (a; b)\� �/K� f((a; b)) 2 Te���̀� ��s���� �)a��. Õª���X<ÅÒ#Q��� (a; b)\� �/
�#� f�1(f((a; b))) = [n2Z(n+ a; n+ b) 2 Us�Ù¼�� f((a; b)) 2 Ts���.(5) ���$� T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� f : (R;U )! X = ([0; 1);T )��H ���5Åqs���.s�℄j V\�� X = ([0; 1);T )_Æ \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. Õª�Q��� 0 2 V0��� V0 2 V�� �>rF���Ç��.Õª�Q��� 0 2 f�1(V0) 2 Us�Ù¼�� 0 2 (�r; r) � f�1(V0)\�� ëß�7á¤
���H z�́�º 0 < r < 13s��>rF���Ç��. Õª�Q��� [0; 1) � f((�r; r)) = [r; 1 � r℄s� (R;U )\�"f (��Øþ�àÔs��� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f([r; 1 � r℄) = [r; 1 � r℄�̧ X\�"f (��Øþ�àÔs���. Õªo��� V�� [r; 1 � r℄_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼��



13.1 �ÉkÎáºH[e(QUOTIENT SPACE) 129[r; 1� r℄ � V1 [ � � � [ Vn�̀� ëß�7á¤
���H Ä»��Ç>h_Æ V1; : : : ; Vn 2 Vs� �>rF���Ç��. ÕªA�"f[0; 1) = V0 [ V1 [ � � � [ Vns� �)a��. ����"f X = ([0; 1);T )�Ér (��Øþ�àÔs���.(6) ���$� f : (R;U )! X�������, \P�Ǒ2;,���5Åq���©�s�Ù¼�� �©����©�s���. s�℄j R = (R;U )�©�_Æ 1lxu��'a>� x � y , f(x) = f(y)\� _Æ��Ç �©�/BNçß� R=��Ér Xü< 0A�©�1lx+þAs���. Õª���X<x � y , f(x) = f(y) , x� [x℄ = y � [y℄ , x� y 2 Zs�Ù¼�� R=��Ér S1õ� 0A�©�1lx+þAs���(��l� 13.1.15 ����̧). ����"f X��H S1õ� 0A�©�1lx+þAs���.Nùý=� 13.1.23. ���$� ��̀�ù&q�ÄºÛ¼{�M�̀�ëß�×¼��H I2�©�_Æ1lxu��'a>���
���(��l� 13.1.19(2)).Õª�Q��� ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� f��H(x; y) � (x0; y0) , f(x; y) = f(x0; y0)s���. Õªo��� I2�� (��Øþ�àÔ
��� f(I2) � R3s� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� f��H 0A�©�1lx+þA���©�~f : M = I2=� ! f(I2); ~f([x; y℄) = f(x; y)�̀� Ä»�̧
�Ù¼�� ~f : M = I2=� ! R3��H ù&q�ÄºÛ¼ {� M_Æ R35ÅqÜ¼��_Æ V,�l����©�s���.Nùý=� 13.1.25. ���$� ��̀� 9þt�����#î
 K�̀� ëß�×¼��H I2�©�_Æ 1lxu��'a>��� 
���(��l� 13.2.21). Õª�Q��� ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� g��H (x; y) � (x0; y0) , g(x; y) = g(x0; y0)s���. Õªo��� I2�� (��Øþ�àÔ
��� g(I2) � R4s� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� g��H 0A�©�1lx+þA���©�~g : K = I2=� ! g(I2); ~g([x; y℄) = g(x; y)�̀� Ä»�̧
�Ù¼�� ~g : K = I2=� ! R4��H 9þt�����#î
 K_Æ R45ÅqÜ¼��_Æ V,�l����©�s���.
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� b

Nùý=� 13.1.29. ���$� �(A)�� X=A_Æ ��Ç &h�e���̀� �©�l�
���. Õªo��� ��1(�(A)) = A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë f�(A)g��H X=A_Æ {���2³|9�½+Ës���, X=A� f�(A)g��H X=A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.&ñ
_Æ\� _ÆK� ��"î

�>� »¡¤�è���©� �j : X �A! X=A�f�(A)g��H ���éß���s���. Õªo��� ������5Åqs�Ù¼�� »¡¤�è���©� �j�̧ ���5Åqs���. s�℄j Äºo���H �j�� ���éß���s�Ù¼�� (�j)�1s� ���5Åqe���̀� ��s�l�0AK� �j��\P�Ǒ2;���©�e���̀���s����Ø�æì�r
���.ëß���� U�� X�A_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���� (A�� X_Æ{���2³|9�½+Ës�Ù¼��) U��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f (�j)�1(�j(U)) = ��1(�(U)) = U�� X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� �j(U) = �(U)��H X=A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� �(U) � X=A� f�(A)gs�Ù¼�� �j(U) = �(U)��H X=A� f�(A)g_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f �j��H \P�Ǒ2;���©�s���.Nùý=� 13.1.31. (1) ���$� CX = X � I=X � f1ge���̀� �©�l�
���. Õªo��� X � I�� (��Øþ�àÔ
�Ù¼�� CX�̧ (��Øþ�àÔs���. ��Ç¼#� X�� (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� Y = X � [0; 1)�Ér ²DG�è(��Øþ�àÔ
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs���. Äºo���H Y_Æ ��Ç &h� (��Øþ�àÔ�o\�� Y � = Y [ fpg�� 
���. Õª�Q��� Y ���H (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß�s���.��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a ������<Ê�ºf : X � I ! Y �; f(x; t) = 8<:(x; t); t 6= 1p; t = 1\� �/K� f�1(p) = X � f1gs���.(i) f��H ���5Åqs���: V\�� Y �_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. ���$� p =2 V��� �â
Äº\���H V�� Y =X� [0; 1)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(V ) = V �̧ X� [0; 1)_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª���X< X � [0; 1)s�X � I_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(V )��H X � I_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ��Ç¼#� p 2 V��� �â
Äº��H V 
��X � [0; 1)_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(V 
) = V 
�̧ X � I_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� X � I��Hausdor�s�Ù¼�� (f�1(V ))
 = f�1(V 
)�Ér X � I_Æ {���2³|9�½+Ës� ÷&#Q f�1(V )��H X � I_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f f��H ���5Åqs���.(ii) ��Ç¼#� f�1(p) = X � f1gs�Ù¼�� ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� f��H(x; t) � (y; s) , f(x; t) = f(y; s)
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��� Y �s� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� f��H 0A�©�1lx+þA���©�~f : CX ! Y �; ~f([x; t℄) = f(x; t)�̀� Ä»�̧��Ç��. ����"f CX �= Y �s���.(2) ���$� A�� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� Y = X � A��H ²DG�è(��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß�s���.Õªo��� Y_Æ ��Ç &h� (��Øþ�àÔ�o\�� Y � = Y [ fpgs��� 
���. Õª�Q��� Y ���H (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß�s���.��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a ������<Ê�ºf : X ! Y �; f(x) = 8<:x; x =2 Ap; x 2 A\� �/K� f�1(p) = As���.(i) f��H ���5Åqs���: V\�� Y �_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. ���$� p =2 V��� �â
Äº\���H V�� Y =X�A_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(V ) = V �̧ X�A_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Õª���X< X�A�� X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(V )��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ��Ç¼#� p 2 V��� �â
Äº��H V 
�� X �A_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� f�1(V 
) = V 
�̧ X_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� X�� Hausdor�s�Ù¼�� (f�1(V ))
 =f�1(V 
)�Ér X_Æ {���2³|9�½+Ës� ÷&#Q f�1(V )��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f f��H ���5Åqs���.(ii) ��Ç¼#� f�1(p) = As�Ù¼�� ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� f��Hx � y , f(x) = f(y)s���. Õªo��� X�� (��Øþ�àÔ
��� Y �s� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� f��H 0A�©�1lx+þA���©�~f : X=A! Y �; ~f([x℄) = f(x)�̀� Ä»�̧��Ç��. ����"f X=A �= Y �s���.Nùý=� 13.1.33. ���$� p Æ f�� �����s�Ù¼�� p�̧ �����s���. ��Ç¼#� U � Y\� �/K� p�1(U)�� X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f�1(p�1(U))��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� f�1(p�1(U)) =(p Æ f)�1(U) = id�1Y (U) = Us�Ù¼�� U��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f p��H �©����©�s���.Nùý=� 13.1.35. (~½ÓZO� 1) �í�<Ê���©� i : A ,! X , i(a) = a��H ���5Åqs��� r Æ i = idA\�� ëß�7á¤��Ç��.����"f ë�H℄j 13.1.33\� _ÆK� r�Ér �©����©�s���.(~½ÓZO� 2)���$� r(a) = a(8a 2 A)s�Ù¼�� r�Ér �����s���. ��Ç¼#� U � A\� �/K� r�1(U)s� X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës��� ��&ñ

���� U = r�1(U) \ As�Ù¼�� U��H ÂÒì�r/BNçß� A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"fr�Ér �©����©�s���.



132 =� 13 �Ék �ÉkÎáºH[eNùý=� 13.1.37. ���$� p�� �©����©�s�Ù¼�� &ñ
o� 13.1.32_ÆK� g Æ p�� ���5Åq{9� �9�¹̄Ø�æì�r�̧|	��Ér g�����5Åq��� �̄	s���. Õªo��� ÅÒ#Q��� ÂÒì�r|9�½+Ë U � Z\� �/
�#� (g Æ p)�1(U)�� \P�Ǒ2;|9�½+Ë{9� �9�¹̄Ø�æì�r�̧|	��Ér g�1(U)�� \P�Ǒ2;|9�½+Ë��� �̄	s���. Õª�QÙ¼�� (a)ü< (b)��H "f�� 1lxu�s���.Nùý=� 13.1.39. X\�� ²DG�è������s��� 
���. Õªo��� Y�� ²DG�è������e���̀� ��s�l� 0AK� Y_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë V_Æ ������$í
ì�rs� \P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀� ��s���� Ø�æì�r
���(&ñ
o� 8.2.11).s�℄j e��_Æ�� ÅÒ#Q��� Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vü< &h� y 2 V\� �/K� D\�� V\�"f_Æ y\�� �í�<Ê
���H ������$í
ì�rs��� 
���. Äºo���H D�� Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀� ��s���� �)a��.e��_Æ_Æ &h� x 2 p�1(D)\� �/K� x 2 p�1(D) � p�1(V ) � Xs��� X�� ²DG�è������s�Ù¼�� \P�Ǒ2;|9�½+Ë p�1(V )\�"f_Æ &h� x\�� �í�<Ê
���H ������$í
ì�r Cx(� p�1(V ))��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� p�� ���5Åqs�Ù¼�� p(Cx)��H ������|9�½+Ës���, p�� �����s�Ù¼�� p(x) 2 p(Cx) � p(p�1(V )) =Vs���. Õª���X< D��H &h� p(x)\�� �í�<Ê
���H V\�"f_Æ ������$í
ì�rs�Ù¼�� p(Cx) � D � Vs�#Q"f x 2 Cx � p�1(D)s���. ����"f p�1(D) = [x2p�1(D)Cxs��� �̧��H Cx�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� p�1(D)��H X_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� p�� �©����©�s�Ù¼�� D��H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"fY��H ²DG�è������s���.Nùý=� 13.1.41.(1) (�) ëß���� z 2 ��1(�(A))s���� �(z) 2 �(A)s���. ÕªA�"f �(a) = �(z)\�� ëß�7á¤
���H a 2A�� �>rF�
�#� [a℄ = [z℄s���. &ñ
_Æ\� _ÆK� �a = z\�� ëß�7á¤
���H � 2 S1s� �>rF���Ç��. ����"f z = �(�; a) 2 �(S1 �A)s���.(�) ëß���� z =2 �(S1 � A)s���� z = �(�; a)\�� ëß�7á¤
���H (�; a) 2 S1 � As� �>rF�
�#�z = �a�� �)a��. &ñ
_Æ\� _ÆK� �(z) = [z℄ = [a℄ = �(a) 2 �(A)s� ÷&#Q z 2 ��1(�(A))s���.(2) ���$� � : R2n+2 ! C n+1 ,�(x1; x2; x3; x4; : : : ; x2n+1; x2n+2) = (x1 + x2i; x3 + x4i; : : : ; x2n+1 + x2n+2i)�� 0A�©�1lx+þA���©�s��� Ä»9þto�×¼/BNçß� R2n+2_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë��� 2n + 1-	�"é¶ ½̈��� S2n+1� =fx 2 R2n+2 j kxk = 1gs� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� S2n+1 = �(S2n+1� )�̧ (��Øþ�àÔs���. Õªo��� ����������� ���5Åq���©�s�Ù¼�� CPn = �(S2n+1)�̧ (��Øþ�àÔs���.s�℄j CPns� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔe���̀� ��s���. "f�� ��ǑÉr ¿º &h� [x℄, [y℄ 2 CPn\� �/
�#�x 6= y 2 S2n+1 � C n+1s�Ù¼�� r = jx� yj > 0s���. s�℄jU = B(x; r4) \ S2n+1; V = B(y; r4)s��� 
���� Uü< V��H S2n+1_Æ "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. s�℄jU� = �(S1 � U); V� = �(S1 � V )
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���� U�ü< V���H S2n+1_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"fx 2 U�; y 2 V�; U� \ V� = ?s���. Õªo��� (1)\� _ÆK� ��1(�(U)) = U�ü< ��1(�(V )) = V��� S2n+1_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� �©�0A�©�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� �(U)ü< �(V )��H CPn_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f[x℄ 2 �(U); [y℄ 2 �(V ); �(U) \ �(V ) = ?s���. ����"f CPn�Ér 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs���.(3) A\�� S2n+1_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� S2n+1s� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� A�̧ (��Øþ�àÔs���. Õªo��� (1)\� _ÆK� ��1(�(A)) = �(S1 � A)s��� S1 � A��H S1 � S2n+1_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. ¢̧��Ç ��� ���5Åqs�Ù¼�� ��1(�(A)) = �(S1 �A)�̧ S2n+1_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo���S2n+1s�
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� ��1�(A)�Ér S2n+1_Æ{���2³|9�½+Ës���.����"f�©����©�_Æ&ñ
_Æ\� _ÆK� �(A)��H CP n_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� ���H {���2³���©�s���.(4) ���$� S3 � C 2s��� � : S3 ! S3=� = CP 1e���̀� �©�l�
���. s�℄jS2+ = f(a; b; 
) 2 S2 j 
 � 0g � S2 � R3s��� 
���. Õªo��� S2+�©�_Æ ��6£§õ� °ú �Ér 1lxu��'a>�(a; b; 
) �+ (u; v; w) , 
 = w = 0 s����� (a; b; 
) = (u; v; w)\� _Æ��Ç �©�/BNçß� S2+=�+ü< �©����©� �+ : S2+ ! S2+=�+�̀� Òqty��
���. Äºo���H ~1�>� �©�/BNçß�S2+=�+s� S2ü< 0A�©�1lx+þAe���̀� ·ú� �º e����. ����"f Äºo���H S2+=�+ü< CP 1 = S3=�s� 0A�©�1lx+þAe���̀� ��s���� �)a��. s�\�� 0AK� ��6£§õ� °ú �Ér ���5Åq���©�h : S2+ ! S3; h(a; b; 
) = (a+ bi; 
)\�� Òqty��
���. Õª�Q���f = � Æ h : S2+ ! S3=� = CP 1 ; f(a; b; 
) = [a+ bi; 
℄�̧ ���5Åqs���. S2+ h //f ''PPPPPPPPPPPPPP�+ �� S3���S2+=�+ ~f //______ S3=�



134 =� 13 �Ék �ÉkÎáºH[e(i) ���$� f�� �����e���̀� ��s���: e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� [(a + bi; 
 + di)℄ 2 S3=�\� �/K�(a + bi; 
 + di)℄ 2 S3s���. ëß���� 
 + di = 0s���� f(a; b; 0) = [(a + bi; 0)℄��� (a; b; 0) 2S2+�� �>rF���Ç��. s�℄j 
 + di 6= 0��� �â
Äº\�� ¶ú�(R����. s� �â
Äº � = 
+dip
2+d2 2 S1,( (
�di)(a+bi)p
2+d2 ;p
2 + d2) 2 S3s����( (
� di)(a+ bi)p
2 + d2 ;p
2 + d2) = (a+ bi; 
+ di)\�� ëß�7á¤
�Ù¼�� [( (
�di)(a+bi)p
2+d2 ;p
2 + d2)℄ = [(a+ bi; 
+ di)℄s���. ����"ff((Re (
� di)(a+ bi)p
2 + d2 ; Im (
� di)(a+ bi)p
2 + d2 ;p
2 + d2)) = [(a+ bi; 
+ di)℄\�� ëß�7á¤
���H (Re (
�di)(a+bi)p
2+d2 ; Im (
�di)(a+bi)p
2+d2 ;p
2 + d2) 2 S2+�� �>rF���Ç��.(ii) s�℄j (a; b; 
); (u; v; w) 2 S2+\� �/K�(a; b; 
) �+ (u; v; w) , f(a; b; 
) = f(u; v; w)e���̀� ��s���.())���$� (a; b; 
) �+ (u; v; w)s���
���.Õª�Q��� 
 = w = 0s����� (a; b; 
) = (u; v; w)s���. (a; b; 
) = (u; v; w)��� �â
Äº��H {©����y� f(a; b; 
) = f(u; v; w)s���. s�℄j 
 = w = 0s��� 
���. s� �â
Äº � = (a + bi)(u � vi) 2 S1\� �/K� �(u + vi; 0) = (a + bi; 0)s�Ù¼��f(a; b; 0) = [(a+ bi; 0)℄ = [(u+ vi; 0)℄ = f(u; v; 0)s� $í
wn���Ç��.(() s�℄j f(a; b; 
) = f(u; v; w)s��� 
���. Õª�Q��� [(a + bi; 
)℄ = [(u + vi; w)℄s�Ù¼���(a+ bi; 
) = (u+ vi; w)\�� ëß�7á¤
���H ��� �>rF�
���, :£¤Z>�y� �
 = ws���. ���$� 
 = 0����â
Äº��H w = 0s� ÷&#Q (a; b; 
) �+ (u; v; w)s���. ��Ç¼#� 
 6= 0��� �â
Äº��H j�j = 1s�Ù¼��w 6= 0s�#Q�� ��Ç��. Õªo��� 0 � 
; w 2 Rs�Ù¼�� 
 = j
j = j�jj
j = j�
j = jwj = ws���.Õªo��� �w = �
 = ws�Ù¼�� � = 1s� ÷&#Q a + bi = �(a + bi) = u+ vis� ÷&#Q a = u,b = vs���. ����"f (a; b; 
) = (u; v; w)s�Ù¼�� (a; b; 
) �+ (u; v; w)s���.(iii) ��Ç¼#� S2+��H (��Øþ�àÔs��� S3=� = CP 1s� Hausdor�s�Ù¼�� f�� Ä»�̧
���H ���©� ~f��H0A�©�1lx+þA���©�s� �)a��.(5) �í�<Ê���©� j : S2n+1 ! C n+1 � f0g, j(x) = x��H ���5Åqs���. Õªo���f = �� Æ j : S2n+1 ! CPn+1 � f0g=��; f(x) = [x℄�



13.3 �̀×��dÎáºH[e(ADJUNCTION SPACE) 135�̧ ���5Åqs���. S2n+1 j //f ))TTTTTTTTTTTTTTTTT� �� C n+1 � f0g����S2n+1=� ~f //______ CPn+1 � f0g=��(i) ���$� f�� �����e���̀� ��s���: e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� [x℄� 2 C n+1 � f0g=��\� �/K� [x℄� 2C n+1 � f0gs���. Õªo��� y = xjxj 2 S2n+1, w = jxj 2 R � C\� �/K� x = wys�Ù¼��x �� ys���. ����"f f(y) = [y℄� = [x℄�s� ÷&#Q f��H �����s���.(ii) s�℄j x;y 2 S2n+1\� �/K� x � y , f(x) = f(y)e���̀� ��s���.()) ���$� x � ys��� 
���. Õª�Q��� x = �y\�� ëß�7á¤
���H � 2 S1 � C�� �>rF�
�Ù¼��x �� ys���. ����"f f(x) = [x℄� = [y℄� = f(y)s���.(() s�℄j f(x) = f(y)s��� 
���. Õª�Q��� [x℄� = [y℄�s�Ù¼�� x = wy\�� ëß�7á¤
���Hw 2 C�� �>rF���Ç��. Õª���X< x;y 2 S2n+1s�Ù¼�� jxj = jyj = 1s� ÷&#Q 1 = jxj = jwyj =jwjjyj = jwjs���. ����"f w 2 S1s� ÷&#Q x � ys���.(iii) ��Ç¼#� S2n+1��H (��Øþ�àÔs��� C n+1 � f0g=���� Hausdor�s�Ù¼�� f�� Ä»�̧
���H ���©�~f��H 0A�©�1lx+þA���©�s� �)a��.13.2 3�Â<}�<O[j́P(adjun
tion spa
e)Nùý=� 13.2.1. ���$� f(
os �; sin �) = (
os2 � � sin2 �; 2 
os � sin �) = (
os 2�; sin 2�)s�Ù¼��f(
os �; sin �) = f(
os(� + �); sin(� + �))s���. ����"f ÅÒ#Q��� (x; y) 2 S1 = A\� �/K�f(x; y) = (�x;�y)s���. ÕªA�"f X [f Y �= RP 2s���.Nùý=� 13.2.3. �©�/BNçß� X=��Ér ¢,aAá¤ ÕªaË>õ� °ú ��. s�℄j 
�� ��ǑÉr ��6£§ b\�� ·¡­s���� �̧ǑÉrAá¤ ÕªaË>õ� °ú �Ér 9þt�����#î
 K�� �)a��.a ba
b


a
ab
 
X=� �= �= �= K



136 =� 13 �Ék �ÉkÎáºH[e13.3 9FV<O[j́PÂÔ të���Þ¶ÄNùý=� 13.3.1. Xü< Y��H 0A�©�/BNçß�s���, A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. ���$� X=A_Æ "é¶�è��H[x℄ =8<:fxg; x 2 X �AA; x 2 Ae���̀� �©�l�
���.(1) ëß���� X��&ñ
gË:s���� X=A��H Hausdor�s���:"f�� ��ǑÉr ¿º &h� [x℄; [y℄ 2 X=A�� ÅÒ#Q&����
���.(i) ���$� x; y 2 X � A��� �â
Äº: ��1([x℄) = fxg, ��1([y℄) = fygs���. Õªo��� X�� &ñ
gË:(
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ)s�Ù¼�� x 2 O; y 2W; O \W = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë O, W�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� U = O \ (X � A), U = W \(X �A)��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"fx 2 U; y 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� U� = �(U), V� = �(V )s��� 
���� U \ A = ?, V \ A = ?s�Ù¼����1(U�) = U , ��1(V�) = V�� �)a��. ����"f U�, V���H X=A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���[x℄ 2 U�; [y℄ 2 V�; U� \ V� = ?s���.(ii) s�℄j x 2 A, y 2 X �A��� �â
Äº: s� �â
Äº ��1([x℄) = As���. A�� &ñ
gË:/BNçß� X_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� A � U; y 2 V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U , V�� �>rF���Ç��. Õªo��� U� = �(U), V� = �(V )s��� 
���� A � U , V \ A = ?s�Ù¼�� ��1(U�) = U , ��1(V�) = V�� �)a��. ����"f U�, V���HX=A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� [x℄ 2 U�; [y℄ 2 V�; U� \ V� = ?s���.(2) ëß���� X�� &ñ
½©s���� X=A�̧ &ñ
½©s���: C�; D�\�� X=A_Æ "f���è��� {���2³|9�½+Ës��� 
���.Õªo��� ��Ç &h� a 2 A\�� ��&ñ

���. Õª�Q��� [a℄ = As���.



13.4 �ÉkÎáºH[e4É  }çX�Ǒ[Ù 137(i) ���$� [a℄ =2 C�, [a℄ =2 D���� �â
Äº: C = ��1(C�), D = ��1(D�)s��� 
���. Õª�Q��� ������5Åqs�Ù¼�� C, D��H X_Æ "f���è��� {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� X�� &ñ
½©s�Ù¼��C � U1; D � V1; U1 \ V1 = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U1, V1s� �>rF���Ç��. Õªo��� U = U1 \ (X � A), V =V1 \ (X �A)��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"fC � U; D � V; U \ V = ?\�� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� U� = �(U), V� = �(V )s��� 
���� U \ A = ?, V \ A = ?s�Ù¼����1(U�) = U , ��1(V�) = V�� �)a��. ����"f U�, V���H X=A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���C� � U�; D� � V�; U� \ V� = ?s���.(ii) s�℄j [a℄ 2 C�, [a℄ =2 D���� �â
Äº: C = ��1(C�), D = ��1(D�)s��� 
���. Õª�Q������ ���5Åqs�Ù¼�� C, D��H X_Æ "f���è��� {���2³|9�½+Ës���, A � C, D � X �As���. Õªo��� X�� &ñ
½©s�Ù¼�� C � U; D � V; U \ V = ?�̀� ëß�7á¤
���H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U , V�� �>rF���Ç��. Õªo��� U� = �(U), V� = �(V )s��� 
���� A � U , V \ A = ?s�Ù¼�� ��1(U�) = U , ��1(V�) = V�� �)a��. ����"f U�, V���HX=A_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� C� � U�; D� � V�; U� \ V� = ?s���.(3) ëß���� Xü< Y�� Hausdor�s��� f : X ! Y�� ���5Åq���©�s���� Mfü< Cf�̧ Hausdor�s���:�â
Äº_Æ �º\�� ��¾º#Q Û��s�
���� ÷&Ù¼�� Òqt|ÄÌ��Ç��.Nùý=� 13.3.3. ()) X=��� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ�� ��&ñ

���. Õª�Q��� X��(��Øþ�àÔs�Ù¼�� ���H ��"î

�>� {���2³���©�s���.(() s�℄j ��� {���2³���©�s��� 
���. &ñ
o� 13.3.4\�_ÆK� X=�s� &ñ
½©s�Ù¼�� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs���.Nùý=� 13.3.5. ()) X=��� ��o��o��0pxs���� X=�\�� ��o�/BNçß�Ü¼�� �̂� �º e����. Õªo��� ��o�/BNçß��Ér 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� X=���H 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ/BNçß�s���.(() %i��Ér ��2£§&ñ
o� 12.2.16\� _ÆK� $í
wn���Ç��.



138 =� 13 �Ék �ÉkÎáºH[e13.4 CW-Aµ�®"�>Z(CW-
omplex) yNùý=� 13.4.1. 0-[j�í: f0 : D0 = f�g ! RP 2 = D2=�; f0(�) = [(1; 0)℄. f0(D0) = f[(1; 0)℄g.1-[j�í: f1 : D1 = [�1; 1℄! RP 2 ; f1(t) = [(
os t+12 �; sin t+12 �)℄. f1(D1) = RP 1 .2-[j�í: f1 : D2 ! RP 2 ; f2(x) = [x℄. f2(D2) = RP 2 .13.5 	Ñs�<O[j́P(orbit spa
e) yNùý=� 13.5.1. � : G �G ! G, �(g; h) = gh�� ���5Åqs��� U�� e_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� ��1(U)��HG�G_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���&h� (e; e)\���í�<Ê��Ç��.Õª�QÙ¼�� (e; e) 2W1�W2 � ��1(U)\�� ëß�7á¤
���H G_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W1õ� W2�� �>rF�
�#� e 2 �(W1�W2) � Us� �)a��.#�l�"f �(W1�W2) =W1 �W2 = fw1w2 j w1 2 W1; w2 2 W2ge���̀� Ä»_Æ
���. s�℄j W = W1 \W2s��� 
���� W��He_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� W �W � Us���. s�℄j V =W \W�1s��� 
���� V��He 2 V; V = V �1; V � V � U�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.s�℄j V � Ue���̀� ��s���. e��_Æ_Æ&h� g 2 V\����&ñ

���. Õª�Q��� gV = fgv j v 2 V g�� x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� gV \ V 6= ?s���. ÕªA�"f gv1 = v2��� v1; v2 2 V�� �>rF���Ç��. Õª�Q���g = v2v�11 2 V � V �1 = V � V � Us� ÷&#Q g 2 Us���. ����"f V � Us���.Nùý=� 13.5.3. H\�� 0A�©�ç�H G_Æ \P�Ǒ2;ÂÒì�rç�Hs��� 
���. Õªo��� g 2 Hs��� 
���. Õª�Q���gH��H g_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós�Ù¼�� gH \H 6= ?s���. Õª���X< �̧��H eç
#�ÀÓ��H °ú ���� "f���ès�Ù¼��gH = Hs���. Õª�QÙ¼�� g = ge 2 gH = Hs���. ����"f H � Hs�Ù¼�� H = Hs���. Õª�QÙ¼�� H��H {���2³|9�½+Ës���.Nùý=� 13.5.5. �̧��H ����â
$í
ì�r�Ér {���2³|9�½+Ës�Ù¼�� G0��H G_Æ {���2³|9�½+Ës���.s�℄j G0s� G_Æ &ñ
½©ÂÒì�rç�He���̀� ��s���. G0�� ������$í
ì�rs�Ù¼�� G0 �G0�̧ G � G_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õªo��� � : G � G ! G, �(g; h) = gh�1�� ���5Åq���©�s�Ù¼�� G0G�10 =�(G0 �G0)�̧ e\�� �í�<Ê
���H G_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f ������$í
ì�r_Æ þj�/$í
\� _ÆK�G0G�10 � G0s�Ù¼�� G0��H G_Æ ÂÒì�rç�Hs���.��Ç¼#� e��_Æ_Æ g 2 G\� �/K� 
g : G ! G, 
g(h) = ghg�1s� 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� 
g(G0) =gG0g�1��H e\�� �í�<Ê
���H G_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f ������$í
ì�r_Æ þj�/$í
\� _ÆK�gG0g�1 � G0s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� 
g�1(G0) = g�1G0g � G0s�Ù¼�� gG0g�1 = G0s���.����"f G0��H G_Æ &ñ
½©ÂÒì�rç�Hs���.



13.5 ýÆw ÎáºH[e(ORBIT SPACE) y 139Nùý=� 13.5.7. fe1; : : : ; eng�̀� Ä»9þto�×¼/BNçß� Rn_Æ ³ðï�rl�$��� 
���. s�℄j e��_Æ�� ÅÒ#Q���&h� x 2 Sn�1\� �/K� éß�0A f���§l�$� fx = x1; x2; : : : ; xngs� �>rF���Ç��. Õª�Q��� '��§>= Ax =(x1 x2 � � � xn) 2 O(n)\� �/K� Ax(ei) = xis�Ù¼�� Ax(e1) = x1 = xs���. ����"f O(n)(e1) =Sn�1s�Ù¼�� Sn�1=O(n)�Ér ��Ç &h� [e1℄Ü¼�� s�ÀÒ#Q��� |9�½+Ës���.Nùý=� 13.5.9. (1) �º�<Æ&h� )
±ú�ZO��̀� ��6 x
�#� ��s���. ���$� SO(1)�Ér ��Ç &h� |9�½+Ë f1gs�Ù¼��������s���. s�℄j SO(n � 1)s� ������s��� ��&ñ

���� SO(n)=SO(n � 1) �= Sn�1�̧ ������s�Ù¼��&ñ
o� 13.5.12\� _ÆK� SO(n)�̧ ������s���. ����"f �̧��H SO(n)�Ér ������/BNçß�s���.(2) det : O(n) ! R�Ér ���5Åqs���, �̧��H A 2 O(n)\� �/K� det(A) = �1s���. Õªo���SO(n) = det�1(1)õ� O(n)�SO(n) = det�1(�1)s� O(n)_Æ ({���2³)ì�ro��� ÷&#Q O(n)�Ér ������/BNçß�s� ��m���. e��_Æ�� ×þ���Ç A 2 O(n) � SO(n)\� �/K� �A : O(n) ! O(n), �A(B) = AB��0A�©�1lx+þA���©�s���, �A(SO(n)) = O(n)�SO(n)s���. Õª���X< (1)\� _ÆK� SO(n)s� ������s�Ù¼�� O(n) � SO(n)�̧ ������|9�½+Ës���. ����"f O(n)�Ér ¿º ������$í
ì�r SO(n)õ� O(n) � SO(n)Ü¼�� s�ÀÒ#Q&����.
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V� 14 *�×�̄�¢�>�+ &P�ÇÚÇaÆh�
14.1 ��:GV>Z(manifold)Nùý=� 14.1.1. X\�� n-���ª��̂�� 
���, e��_Æ_Æ &h� x 2 X�� ÅÒ#Q&����
���.���$� x�� X_Æ ?/ÂÒ&h���� �â
Äº��H Rnõ� 0A�©�1lx+þA��� x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U�� �>rF���Ç��. Äºo���Hh : U ! Rn�̀� 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. s�℄j V� = B(h(x); 1); C� = B(h(x); 2) � Rns��� 
���� V���H h(x)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���, C���H (��Øþ�àÔ
���. ����"f V = h�1(U)��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���C = h�1(C�)��H (��Øþ�àÔ
��� V � Cs���.Õªo��� x�� X_Æ�â
>�&h�����â
Äº��H H nõ�0A�©�1lx+þA��� x_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó U���>rF���Ç��.Äºo���Hh : U ! H n�̀� 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. s�℄j V� = B(h(x); 1) \ H n ; C� = B(h(x); 2) \ H n �H ns��� 
���� V���H h(x)_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���, C���H (��Øþ�àÔ
���. ����"f V = h�1(U)��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� C = h�1(C�)��H (��Øþ�àÔ
��� V � Cs���.����"f ���ª��̂ X��H ²DG�è (��Øþ�àÔs���.Nùý=� 14.1.3. (a))(b)X��&ñ
½©/BNçß�s����&ñ
o� 14.1.6\�_ÆK� fUig\�7áx5Åq���éß�0Aì�r½+É f�ig���>rF���Ç��. s�℄j fi = �i�� Z�~Ü¼��� (b)\�� ëß�7á¤��Ç��.(b))(a) X�� Hausdor�s�Ù¼�� Äºo���H X�� �̧|	� (N)�̀� ëß�7á¤�<Ê�̀� ��s���� �)a��. s�\�� 0AK� A1ü< A2\�� "f���è��� X_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� fA
1; A
2g�Ér X_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼��(b)\� _ÆK� f1(x) + f2(x) = 1 8x 2 X; fi(x) = 0 8x 2 X �A
i = Ai�̀�ëß�7á¤
���H���5Åq���©� f1; f2 : X ! I = [0; 1℄s��>rF���Ç��.s�℄j Ui = f�1i ([0; 12 ))��
���� Ui��HX_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� Ai � Uis���. s�℄j U1 \ U2 = ?e���̀� ��s���� �)a��. ëß���� U1 \ U2 6= ?s��� ��&ñ

���� x 2 U1 \U2�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� fi(x) < 12s�Ù¼�� f1(x) + f2(x) < 1s� �)a��. s���H f1(x) + f2(x) = 1s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���. ����"f U1 \ U2 = ?s� ÷&#Q�� ��Ç��.141



142 =� 14 �Ék Îá³ñ�Ó4É  }ç�§�_ÙX�Nùý=� 14.1.5. ���$� X�� (��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� &ñ
½©s���. &ñ
o� 14.1.6\� _ÆK� ÅÒ#Q��� Ä»��Ç \P�Ǒ2;W=�>h fUig\� 7áx5Åq�)a éß�0Aì�r½+É f�ig�� �>rF���Ç��. s�℄j Ki = supp(�i)s��� 
����Ki � Uis���,Ki��(��Øþ�àÔ/BNçß� X_Æ{���2³|9�½+Ës�Ù¼�� Ki��H(��Øþ�àÔs���.s�℄j [ni=1Ki = Xe���̀� ��s���. ëß���� [ni=1Ki 6= Xs��� ��&ñ

���� x 2 X � ([ni=1Ki)�� �>rF�
�#� �̧��H i\� �/K�x =2 Ki = supp(�i)s� ÷&#Q �i(x) = 0s� �)a��. ����"f Pni=1 �i(x) = 0s� ÷&#Q f�ig�� éß�0Aì�r½+És�����H ��z�́\� �̧í�Hs���. ����"f [ni=1Ki = Xs���.14.2 �¾õ+òÀ®"�(
onne
ted sum)Nùý=� 14.2.1. B(0; 1)(�= R2 )õ� 0A�©�1lx+þA��� \P�Ǒ2;��H~½Ó U1õ� U2\�� ×þ�
��� fi : B(0; 1) ! Ui\��0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. Õªo��� Bi = fi(B(0; 12 ))��H Xi_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËÜ¼��"f fij : B(0; 12 ) !Bi��H 0A�©�1lx+þA���©�s���, Bi � Ui, �Bi �= S1s���. s�℄j ¿º 0A�©�1lx+þA���©�h = f2j Æ (f1j)�1 : �B1 �=�! S1 �=�! �B2ü< h�1\� �/K�X1℄X2 = (X1 �B1) [h (X2 �B2); X2℄X1 = (X2 �B2) [h�1 (X1 �B1)s���. Õªo��� 0A�©�1lx+þA���©� ' : (X1�B1)[ (X2�B2)! (X2�B2)[ (X1�B1), '(z) = z��Ä»�̧
���H ~' : X1℄X2 ! X2℄X1�� 0A�©�1lx+þA���©�s� �)a��.Nùý=� 14.2.3. (1) aba
b�1
�1 �=���/BN(4) ddb�1
b�1
�1 �= RP 2 ℄T �= 3RP 2s���.(2) abb
a�1dd
�1 �=(3) abbxdda�1x�1 �=(1) x�1abbxdda�1 �=(3) x�1y�1xddbby�1 �=(1)y�1x�1y�1xddbb �= K℄RP 2℄RP 2 �= 4RP 2s���.(3) ab
da�1b�1
�1d�1 �=(3) ab
xb�1
�1a�1x�1 �=(3) yb�1
�1b
xy�1x�1 �=(1)b�1
�1b
xy�1x�1y �= T℄T = 2T(4) (~½ÓZO�1) x = ab
dÜ¼�� Z�~Ü¼��� ab
dab
d = xx = RP 2s���.(~½ÓZO�2) ab
dab
d �=(4) axxa�1d�1
�1
d �=(2) axxa�1d�1d �=(2) axxa�1 �=(1) xxa�1a �=(2) xx =RP 2s���.(5) ab
ad�1
�1b�1d �=(1) 
ad�1
�1b�1dab �=(4) 
xxd�1b
db �=(1) xxd�1b
db
 �=(4)xxd�1yyd�1
�1
 �=(4) xxzzy�1y�1
�1
 �=(2) xxzzy�1y�1 �= RP 2 ℄RP 2 ℄RP 2 = 3RP 2s���.



14.4 Îá³ñ�Ó4É  }ç�§ 14314.3 <OT�¾õÂÔ të��®Nùý=� 14.3.1. (1) 3RP 2 (2) 2RP 2 (3) 4RP 2 (4) S2 (5) 3RP 2 (6) RP 2 (7) 3RP 2(8) 3RP 2 (9) T14.4 x�ó̈À�N GÙºÞ¶ÄǑ̈Â� ���~�Þ¶ÄNùý=� 14.4.1. ë�H��\P�\� �©� fd; dg�� e��Ü¼Ù¼�� q����¾Ós���, �̧{9��Q�º��H �3s���. ����"f5RP 2ü< 0A�©�1lx+þAs���.Nùý=� 14.4.3. Äºo���H \P�Ǒ2;"é¶óøÍ�̀� ÅÒ#Q��� ���y��ì�r½+É\�"f ���y��+þA_Æ ?/ÂÒ�� �̂� �º e����. ����"f 2T\�"f ���y��+þA 5>h�� �����/BG���s���. ����"f �(2T ) = �2s�Ù¼�� ÅÒ#Q��� (��Øþ�àÔ /BG���_Æ�̧{9��Q�º��H �2� 5 = �7s���.Nùý=� 14.4.5. ë�H��\P� ab
daebfs�����?/��H/BG����̀� X��
���.Õª�Q���ë�H��\P�\��©� fd; dg��e��Ü¼Ù¼��q����¾Ós���. ¢̧��Ç 8y��+þA_Æ �̧"fo�\�ÅÒ#Q���ë�H��\P��̀�C�\P���Ç��6£§,=�Gt�&h�\�s�2£§�̀�·¡­#������ [j �̧"fo� 
; d; f�� 
���_Æ ���y��+þA("é¶)�̀� Õªo��� �̧"fo� e�� ¢̧ 
���_Æ ���y��+þA("é¶)�̀� ����ÍÇr�̀� ·ú��ºe����. ����"f #Q�"� ��������� {���2³/BG��� Y\�"f \P�Ǒ2;"é¶óøÍ(���y��+þA) 2>h\�� ú̧���?/#Q %3��Ér /BG���s���. ¢̧��Ç X�� q����¾Ós�Ù¼�� Y �̧ q����¾Ós���. Õªo��� �(Y ) = �(X) + 2 =�1 + 2 = 1s�Ù¼�� Y��H RP 2s���. ����"f X��H RP 2\�"f 2>h_Æ \P�Ǒ2;"é¶óøÍ�̀� ú̧���?/#Q %3��Ér/BG���s���.Nùý=� 14.4.7. ���$� �̧��H �̧"fo���H &ñ
SX�y� ¿º>h_Æ ���y��+þAõ� ëß���Ù¼�� 3f = 2es���. Õªo���f = 23es�Ù¼�� �(X) = v � e+ f = v � e+ 23e = v � 13es� ÷&#Q e = 3(v � �(X)) (a)s���.��Ç¼#� v � 4s���. ¢̧��Ç y�� �̧"fo���H ¿º>h_Æ =�Gt�&h�Ü¼�� ëß�[þt#Qt�Ù¼��e � vC2 = 12v(v � 1) (b)s���. Õª�QÙ¼�� (2v � 7)2 = 4v2 � 28v + 49= 49 + 4(v2 � v)� 24v� 49 + 8e� 24v (* (b))= 49� 24�(X) (* (a))



144 =� 14 �Ék Îá³ñ�Ó4É  }ç�§�_ÙX�s���. ����"f v � 12 (7 +p49� 24�(X))s���.



V� 15 *�×Para
ompa
tÿ? ��h��ª ÇaÆh�
15.1 Lindel�of<O[j́PNùý=� 15.1.1. X\�� Lindel�of/BNçß�s��� 
��� A\�� q���íß� ÂÒì�r|9�½+Ës��� 
���. s�℄j A�� �FG��Ç&h��̀� ��f���̀� )
ÀÓZO��̀� ��6 x
�#� ��s���. s�\�� 0AK� A�� �FG��Ç&h��̀� °ú�t�·ú§��H���� ��&ñ

���.Õª�Q��� A = A [ A0 = A [ ? = As�Ù¼�� A��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f $í
|9� 15.1.9\� _ÆK� ÂÒì�r/BNçß� A�̧ Lindel�ofs���. s�℄j e��_Æ_Æ &h� x 2 A\� �/K� x�� A_Æ �FG��Ç&h�s� ��m�Ù¼��Ux \ A = fxg\�� ëß�7á¤
���H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó Ux � X�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� fUx \ A j x 2 Ag��HA_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�t�ëß� ��íß�ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t�·ú§��H��. s���H A�� Lindel�ofêøÍ ��z�́\� �̧í�Hs���.Nùý=� 15.1.3. U\�� (X;T
)_Æ \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. ���$� /BN|9�½+Ës� ����� U0 2 U �̀� ×þ�
���. Õª�Q��� U
0s� ��íß�|9�½+Ës�Ù¼�� U
0 = fxn j n 2 Jgs��� 
���. éß�, #�l�"f J = f1; 2; : : : ; kg ¢̧��H J = Ns���. y��y��_Æ n 2 J\� �/
�#� xn 2 Un�̀� ëß�7á¤
���H Un 2 U\�� ×þ�
���. Õª�Q���fU0g [ fUn j n 2 Jg�� Äºo��� "é¶
���H U_Æ ��íß�ÂÒì�rW=�>hs���.Nùý=� 15.1.5. (1) U\�� X_Æ \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. Õª�Q��� 0 2 U��� U 2 U�� �>rF���Ç��. Õªo���T_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� (�1; 1) � Us� ÷&#Q�� ��Ç��. ��Ç¼#� �1 2 V , 1 2 W��� V;W 2 U�� �>rF�
�Ù¼�� fU; V;Wg�� Ä»��ÇÂÒì�rW=�>h�� �)a��. ����"f (X;T )��H (��Øþ�àÔs���.(2) e��_Æ_Æ a 2 A\� �/K� 0 =2 fags�Ù¼�� fag 2 T s���. ÕªA�"f fag = A\ fag 2 TAs���.Õª�Q��� ffag j a 2 Ag��H A_Æ \P�Ǒ2;ÂÒì�rW=�>hs�t�ëß� ��íß�ÂÒì�rW=�>h\�� °ú�t� ·ú§��H��. ����"f ÂÒì�r/BNçß� A��H Lindel�of�� ��m���.
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146 =� 15 �Ék PARACOMPACT·Ý ��X�½) �_ÙX�15.2 Para
ompa
t <O[j́PNùý=� 15.2.1. (~½ÓZO�1) s�íß�/BNçß��Ér s�íß���o�\�� °ú���H ��o�/BNçß�s�Ù¼�� para
ompa
ts���.(~½ÓZO�2) X\��s�íß�/BNçß�, U\�� X_Æe��_Æ_Æ\P�Ǒ2;W=�>h��
���.Õª�Q��� V = ffxg j x 2 Xg��U_Æ ²DG�èÄ»��Ç \P�Ǒ2;[jì�r W=�>hs���.Nùý=� 15.2.3. S
 � S
��H (��Øþ�àÔ Hausdor� /BNçß� S
 � S
_Æ \P�Ǒ2;ÂÒì�r/BNçß�s�Ù¼�� ²DG�è(��Øþ�àÔ Hausdor� /BNçß�s���. Õª�Q�� S
 � S
��H &ñ
½©�� ��m�Ù¼�� para
ompa
t��H ��m���.Nùý=� 15.2.5. (1) y��y��_Æ ������º n 2 N\� �/K� Kns� X_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r/BNçß�s��� X =[n2NKns��� 
���.Äºo���H ��2£§&ñ
o� 15.2.12\� _ÆK� X�� Lindel�ofe���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. s�℄j U\�� X_Æ \P�Ǒ2;W=�>h�� 
���. Õª�Q��� y��y��_Æ n 2 N\� �/
�#� U�� 
ompa
t /BNçß� Kn_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼��U_Æ Ä»��ÇÂÒì�rW=�>h Vns��>rF���Ç��. Õª�Q��� V = [n2NVn�Ér X_Æ W=�>hs��� U_Æ ��íß�ÂÒì�rW=�>hs���. ����"f X��H Lindel�ofs���.(2) Äºo���H &ñ
gË:/BNçß� X�� ¿º>h_Æ {���2³ para
ompa
t ÂÒì�r/BNçß� Aü< B_Æ ½+Ë|9�½+Ës����X�� para
ompa
te���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. X_Æ \P�Ǒ2;W=�>h U�� ÅÒ#Q&���� 
���. Õª�Q��� UA =fA \ U j U 2 U gü< UB = fB \ U j U 2 U g��H y��y�� Aü< B_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õªo���Aü< B�� para
ompa
ts�Ù¼�� s�[þt_Æ ²DG�èÄ»��Ç {���2³[jì�r W=�>h VAü< VB�� �>rF���Ç��. s�℄jV = VA [ VBs��� 
���. Õª�Q��� V��H X_Æ W=�>hs��� U_Æ [jì�rs���. s�℄j V�� ²DG�èÄ»��Çe���̀� ��s���. &h� x 2 X�� e��_Æ�� ÅÒ#Q&���� 
���.(i) x 2 A�B��� �â
Äº\���H VA�� ²DG�èÄ»��Çs�Ù¼�� VA_Æ Ä»��Ç>h_Æ "é¶�èü<ëß� ëß�����H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U � A�� �>rF���Ç��. Õªo��� U = A\O\�� ëß�7á¤
���H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó O � X�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� W = O � B��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� x 2 Ws���. �8½̈�� W � Us�Ù¼��W��H VA_Æ Ä»��Ç>h_Æ "é¶�èü<ëß� ëß�����, VB_Æ "é¶�èü<��H ëß���t� ·ú§��H��. ����"f W��HV_Æ Ä»��Ç>h_Æ "é¶�èü<ëß� ëß�èß���.(ii) x 2 B �A��� �â
Äº\���H (i)õ� q�5pw
�>� K����½+É�ºe����.(iii) x 2 A\B��� �â
Äº\���H VA�� ²DG�èÄ»��Çs�Ù¼�� VA_Æ Ä»��Ç>h_Æ "é¶�èü<ëß� ëß�����H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U � A�� �>rF�
���, VB�� ²DG�èÄ»��Çs�Ù¼�� VB_Æ Ä»��Ç>h_Æ "é¶�èü<ëß� ëß�����Hx_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó V � B�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� U = A \ O, V = B \G\�� ëß�7á¤
���H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó O;G � X�� �>rF���Ç��. s�℄j W = O \G�� 
���� W��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� W =W \ (A [B) = (W \ A) [ (W \ B) � U [ Vs�Ù¼�� W��H V_Æ Ä»��Ç>h_Æ "é¶�èü<ëß� ëß�èß���.����"f &ñ
o� 15.2.11\� _ÆK� X��H para
ompa
ts���.



15.2 PARACOMPACT ÎáºH[e 147Nùý=� 15.2.7. (a))(b) f��H ���éß������ \P�Ǒ2;���©�s��� 
���. s�℄j X_Æ \P�Ǒ2;W=�>h U\� �/K�V = ff(U) j U 2 U g�� ú̧�Ü¼��� f�� ����� \P�Ǒ2;�����©�s�Ù¼�� V��H Y_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õªo��� f�� ���éß���s�Ù¼�� f�1(f(U)) = U (8U 2 U )s� ÷&#Q ff�1(V ) j V 2 V g�� U_Æ [jì�rs��)a��.(b))(a) ���$� f�� éß���e���̀� ��s���: )
ÀÓZO�. "f�� ��ǑÉr ¿º &h� 
; d 2 X\� �/K� f(
) =f(d) 2 Ys�����&ñ

���.Õª�Q��� U = fX�f
g; X�fdgg��X_Æ\P�Ǒ2;W=�>hs�Ù¼����&ñ
 (b)\�_ÆK� ff�1(V ) j V 2 V g�� U_Æ [jì�rs� ÷&��H Y_Æ \P�Ǒ2;W=�>h V�� �>rF���Ç��. V�� Y_Æ W=�>hs�Ù¼�� f(
) = f(d) 2 V��� V�� �>rF���Ç��. Õªo��� ff�1(V ) j V 2 V g�� U_Æ [jì�rs�Ù¼��
; d 2 f�1(V ) � U��� U 2 U�� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õª���X< U = fX � f
g; X � fdggs�Ù¼��s��Q��Ç U�� �>rF�
�t� ·ú§��H��. s���H �̧í�Hs���.s�℄j f�� \P�Ǒ2;���©�e���̀� ��s���: X_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U\�� ��&ñ

���. y��y��_Æ &h� a 2U\� �/K� Ua = fU;X � faggs��� 
���� Ua��H X_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. Õª�Q��� ��&ñ
 (b)\� _ÆK� ff�1(V ) j V 2 Vag�� Ua_Æ [jì�rs� ÷&��H Y_Æ \P�Ǒ2;W=�>h Va�� �>rF���Ç��. Va�� Y_Æ W=�>hs�Ù¼�� f(a) 2 Va��� Va 2 Va�� �>rF���Ç��. Õªo��� ff�1(V ) j V 2 Vag�� Ua_Æ [jì�rs�Ù¼�� a 2 f�1(Va) � W��� W 2 Ua�� �>rF�
�#��� ��Ç��. Õª���X< Ua = fU;X � faggs�Ù¼��W = U�� ÷&#Q�� 
�Ù¼�� a 2 f�1(Va) � Us���. ÕªA�"f f(a) 2 Va � f(U)s���. Õª�QÙ¼��f(U) = [fVa j a 2 Ugs��� Va�� Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� f(U)�̧ Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Nùý=� 15.2.9. �©����©� � : X q Y ! X [f Y�� �������� ���5Åq���©�s�Ù¼�� Äºo���H ��� {���2³���©�e���̀� ��s���� Ø�æì�r
���($í
|9� 15.2.18����̧). ���$� f�� {���2³���©�s�Ù¼�� f(A)��H Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. s�℄j C�� X q Y_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� C = E [ F��� X_Æ {���2³|9�½+Ë Eü< Y_Æ{���2³|9�½+Ë F�� �>rF���Ç��. Õªo�����1(�(E)) = E [ f(A \ E);��1(�(F )) = f�1(f(A) \ F ) [ Fs���.Õª���X< f��{���2³���©�s�Ù¼�� f(A\E)��H Y_Æ{���2³|9�½+Ës���, f�����5Åqs�Ù¼�� f�1(f(A)\F )��H X_Æ {���2³|9�½+Ës���. ÕªA�"f ��1(�(E))ü< ��1(�(F )) �̧¿º X q Y_Æ {���2³|9�½+Ës�Ù¼����1(�(C)) = ��1(�(E)) [ ��1(�(F ))��H X q Y_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f �(C)��H X [f Ys�Ù¼�� ���H {���2³���©�s���.Nùý=� 15.2.11. (1) ���$� a0\�� S
_Æ þj�è"é¶s��� 
���. Õª�Q��� U = fSa j a 2 S
 � fa0gg��HS
_Æ \P�Ǒ2;W=�>hs���. s�℄j V\�� U_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;[jì�rs��� 
���. s�℄j ��6£§ �̧|	�[þt�̀� ëß�7á¤
���H �<Ê�º f : S
 ! S
\�� 
��� ×þ�
���.(i) f(a0) = a0,(ii) f(a) � a 8a 2 S
 � fa0g,(iii) 8a 2 S
 � fa0g; 9Va 2 V s: t: (f(a); a℄ � Va.



148 =� 15 �Ék PARACOMPACT·Ý ��X�½) �_ÙX�(ÅÒ�©�) ��6£§�̀� ëß�7á¤
���H z 2 S
�� �>rF���Ç��:8a 2 S
; 9b 2 S
 s: t: b � a; f(b) � z(ÅÒ�©� Û��s�) )
ÀÓZO�. s��Q��Ç z�� �>rF�
�t� ·ú§��H���� ��&ñ

���. Õª�Q��� y��y��_Æ z 2 S
\��/K� b 2 S
 s: t: b � a(z) ) z � f(b)\��ëß�7á¤
���H a(z) 2 S
���>rF���Ç��.s�℄j z1 = a0, zn+1 = a(zn)Ü¼��&ñ
_Æ
���, z� = supfzn jn 2 Ngs��� 
���. Õª�Q��� z� 2 S
s���. Õªo��� y��y��_Æ n 2 N\� �/K� z� � zn+1 = a(zn)s�Ù¼�� zn � f(z�)s���. ����"f z� � f(z�) � z�s� ÷&#Q �̧í�Hs���.����"f Äºo���H ��6£§�̀� ëß�7á¤
���H �º\P� f
ng�̀� ¹1Ô�̀� �º e����:(iv) 
1 � z,(v) 
n+1 � 
n 8n 2 N,(vi) f(
n) � z 8n 2 N.Õª�Q��� z 2 \n2NV
ns�Ù¼�� V��H &h� z\�"f ²DG�èÄ»��Çs� ��m���.(2) S
��H 
ompa
t Hausdor�s�Ù¼�� para
ompa
ts���.15.3 ����È* àíÄ��Nùý=� 15.3.1. X�� ℄j2��íß� &ñ
gË:/BNçß�s�Ù¼�� Urysohn ��o��o &ñ
o�\� _ÆK� X��H ��o��o ��0pxs���. ����"f Nagata-Smironov ��o��o &ñ
o�\� _ÆK� X��H �-²DG�èÄ»��Ç��� l�$�\�� °ú���H��.(1) l��í&ñ
o� 15.3.4_Æ 7£x"î
 õ�&ñ
 ����̧.(2) Nagata-Smironov��o��o &ñ
o�(&ñ
o� 15.3.5)_Æ 7£x"î
 õ�&ñ
 ����̧.



V� 16 *�×Áþ�ÊÁ�̄»ë5Ñ
16.1 �}�Ǒ̈©óÂ®"�<V"XÂÔ ����Nùý=� 16.1.1. y��y��_Æ &h� x 2 (0;1)\� �/
�#� limn!1fn(x) = limn!1 1nx = 0s�Ù¼�� fns� �º§4���Ç����� f : (0;1) ! R, f(x) = 0Ü¼�� �º§4�K��� ��Ç��. Õª���X< " = 1õ� y��y��_Æ ������º n 2 N\��/K� 1n < x��� x�� �>rF�
�#� jfn(x) � f(x)j = j 1nx � 0j = 1nx > 1s���. Õª�QÙ¼�� fn�Ér f����ØÔ>� �º§4�
�t� ·ú§��H��. Õªo��� ����� 16.1.2\�_ÆK� fn�Ér f�� ��ǑÉr0A�©�\�"f �º§4�
�t� ·ú§��H��. ����"f fn�Ér ��ǑÉr0A�©�\�"f �º§4�
�t� ·ú§��H��.Nùý=� 16.1.3. (1) f; g; h 2 C([0; 1℄;R)s��� 
���.(i) �̧��H x 2 [0; 1℄\� �/K� jf(x)� g(x)j � 0s�Ù¼�� %(f; g) = R 10 jf(x) � g(x)jdx � 0s���.(ii)ëß���� f = gs���� %(f; g) = R 10 jf(x)�g(x)jdx = R 10 0dx = 0s���.%i�Ü¼��ëß���� %(f; g) =0s���� R 10 jf(x) � g(x)jdx = 0s�Ù¼�� jf(x) � g(x)j = 0(8x 2 [0; 1℄)s� ÷&#Q�� 
�Ù¼�� f(x) =g(x)(8x 2 [0; 1℄)s���. ����"f f = gs���.(iii) %(f; g) = R 10 jf(x)� g(x)jdx = R 10 jg(x)� f(x)jdx = %(g; f)s���.(iv) �̧��H x 2 [0; 1℄\� �/K� jf(x) � h(x)j � jf(x)� g(x)j+ jg(x) � h(x)js�Ù¼��%(f; h) = R 10 jf(x)� g(x)jdx � R 10 jf(x)� g(x)j+ jg(x)� h(x)jdx= R 10 jf(x)� g(x)jdx + R 10 jg(x)� h(x)jdx = %(f; g) + %(g; h)s���.����"f %��H |9�½+Ë C([0; 1℄;R)�©�_Æ ��o�s���.(2) �<Ê�º f : [0; 1℄ ! R\�� f(x) = 8<:1; x = 00; x 6= 0�� &ñ
_Æ
���. Õªo��� g : [0; 1℄ ! R, g(x) =0s��� 
���. Õª�Q��� f; g 2 R([0; 1℄;R)s��� f 6= gs�t�ëß�, %(f; g) = R 10 jf(x)� g(x)j = 0s���.����"f %��H |9�½+Ë R([0; 1℄;R)�©�_Æ ��o��� ��m���.149



150 =� 16 �Ék �É��¢ÎáºH[e16.2 <O[j́P©÷� >��­pÙ� <OT�¥¾ yNùý=� 16.2.1. ()
ÀÓZO�) f : I ! I2�� 0A�©�1lx+þA���©�s��� ��&ñ

���. Õª�Q��� &h� p = 12 2 I\� �/K� »¡¤�è���©� f j : I � fpg ! I2 � ff(p)g�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� I � fpgü< I2 � ff(p)g��H 0A�©�1lx+þAs���. Õª���X< I � fpg��H q�������s���, I2 � ff(p)g��H ������s�Ù¼�� s���H �̧í�Hs���. ����"f f��H 0A�©�1lx+þA���©�s� ��m���.Nùý=� 16.2.3. (1) ()
ÀÓZO�) R!��H ��íß�>h_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r/BNçß� Kn(8n 2 N)_Æ ½+Ë|9�½+ËÜ¼�� ³ð�&³�)a���� ��&ñ

���. Õª�Q��� ��%ò
���©��n : R! ! R; �n((x1; x2; : : :)) = xns� ���5Åqs�Ù¼�� �n(Kn)�̧ R_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"f yn 2 R � �n(Kn)s� �>rF���Ç��.s�℄j y = (y1; y2; y3; : : :) 2 R!s��� 
���. Õª�Q��� �̧��H ������º n\� �/K� y =2 ��1n (�n(Kn))s��� Kn � ��1n (�n(Kn))s�Ù¼�� y =2 Kns���. s���H [1n=1Kn = R!s�����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.(2) ()
ÀÓZO�) �������� ���5Åq���©� f : R ! R!�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� y��y��_Æ &ñ
�ºn\� �/
�#� [n; n+ 1℄s� R_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r|9�½+Ës��� f�� ���5Åqs�Ù¼�� f([n; n+ 1℄)�Ér R!_Æ (��Øþ�àÔÂÒì�r|9�½+Ës���.Õªo��� f�������s�Ù¼�� R!��H��íß�>h_Æ(��Øþ�àÔÂÒì�r|9�½+Ë f([n; n+1℄)[þt_Æ ½+Ë|9�½+Ës� �)a��. s���H (1)\� �̧í�Hs���.(3) ���$� R1 = [1n=1Rn � 0 = [1n=1[�n; n℄n � 0e���̀� �©�l�
���.s�℄j y��y��_Æ ������º n 2 N\� �/K� [2n � 1; 2n℄�Ér Iü< 0A�©�1lx+þAs��� [�n; n℄n��H Inü< 0A�©�1lx+þAs�Ù¼�� ë�H℄j 16.2.2\� _ÆK� �������� ���5Åq���©�fn : [2n� 1; 2n℄! [�n; n℄ns� �>rF���Ç��. Õªo���~fn : [2n� 1; 2n℄! [�n; n℄n � 0 ,! R1 ; ~fn(x) = (fn(x); 0; 0; 0; : : :)��H ���5Åqs��� ~fn([2n� 1; 2n℄) = [�n; n℄n � 0 � R1s���. Õªo��� [2n� 1; 2n℄(8n 2 N)s� "f���ès�Ù¼�� ~f : [n2N[2n� 1; 2n℄! [n2N[�n; n℄n � 0 = R1 ; ~f j[2n�1;2n℄ = ~fn�Ér �������� ���5Åq���©�s���. s�℄j ~f_Æ ���5Åq��� SX��©� g\�� ��6£§õ� °ú s� ½̈�̂&h�Ü¼�� ëß�[þt �º e����.���$� ������º n\� �/K� 0A�©�1lx+þA���©� hn : [2n; 2n+ 1℄ ! [0; 1℄, hn(x) = x � 2ns� �>rF���Ç��.



16.3 COMPACT-OPEN ëâ�Ék 151Õª�Q���g : R ! R1 ; g(x) =8>>><>>>: ~fn(x); x 2 [2n� 1; 2n℄(1� hn(x)) ~fn(2n) + hn(x) ~fn+1(2n+ 1); x 2 [2n; 2n+ 1℄~f1(1); x 2 (�1; 1℄s� �������� ���5Åq���©�s� �)a��.(4) Äºo���H Tp � Tb, Tp � T��e���̀� �©�l�
���.(2) ���$� �������� ���5Åq���©� f : R ! (R! ;Tb)�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q���h : (R! ;Tb) ! (R! ;Tp), h(x) = x�� �������� ���5Åqs�Ù¼�� h Æ f : R ! (R! ;Tp)�̧ �����������5Åq���©�s���. s���H (2)\� �̧í�Hs���. ����"f �������� ���5Åq���©� f : R ! (R! ;Tb)��H �>rF�
�t�·ú§��H��.°ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼���������� ���5Åq���©� f : R ! (R! ;T��)�� �>rF�
�t�·ú§6£§�̀� ��{9��º e����.(3) s�℄j Rn = Rn � 0�©�\�"f��H Tp = Tb = T��e���̀� �©�l�
���. ����"f ¿º 0A�©� Tb, T��\��/K� (3)_Æ 7£x"î
õ�&ñ
\�"f_Æ~fn : [2n� 1; 2n℄! [�n; n℄n � 0 ,! Rn � 0 ,! R1 ; ~fn(x) = (fn(x); 0; 0; 0; : : :)��H ���5Åq���©�s���. ����"f (3)�Ér ¿º 0A�©� Tb, T�� �̧¿º\� �/K� $í
wn���Ç��.16.3 Compa
t-Open ö�9FVNùý=� 16.3.1. (1)e��_Æ��ÅÒ#Q��� f 2 C(X;Y )\��/K���Ç&h� x 2 X\��×þ�
���� S(fxg; Y ) 2 Ss��� f 2 S(fxg; Y )s���. ����"f S��H |9�½+Ë C(X;Y )�©�_Æ ÂÒì�rl�$�s���.(2)¿ºs�íß�/BNçß� X = fa; bg, Y = f0; 1g�̀�Òqty��
���.Õª�Q��� S = fS(K;U) j K � X; U �Y gs���. Õªo��� f1(a) = 0; f1(b) = 0f2(a) = 1; f2(b) = 1f3(a) = 0; f3(b) = 1f4(a) = 1; f4(b) = 0s���
���.Õª�Q��� C(X;Y ) = ff1; f2; f3; f4gs���.��Ç¼#� S(fag; f0g) = ff1; f3gs��� S(fbg; f1g) =ff2; f3gs�Ù¼�� f3 2 S(fag; f0g)\S(fbg; f1g) = ff3gs���.Õª���X< f3 2 S(K;U) � S(fag; f0g)\S(fbg; f1g) = ff3g�̀� ëß�7á¤
���H K � Xü< U � V�� �>rF�
�t� ·ú§��H��. ����"f S��H |9�½+Ë C(X;Y )�©�_Æ l�$��� ÷&t� ·ú§��H��. (������� S(?; U) = C(X;Y ) = ff1; f2; f3; f4gs���S(fag;?) = ?, S(fag; Y ) = C(X;Y ) = ff1; f2; f3; f4gs���.)



152 =� 16 �Ék �É��¢ÎáºH[eNùý=� 16.3.3. X�� s�íß�/BNçß�s���� C(X;Y )��H Y�L/BNçß� Y X = �x2XY = �x2XYxü< 0A�©�1lx+þAe���̀� ��s���. éß�, #�l�"f �̧��H x 2 X\� �/
�#� Yx = Ys���: �<Ê�º' : C(X;Y )! �x2XYx; '(f) = (f(x))x2Xü< �<Ê�º � : �x2XYx ! C(X;Y ); �((yx)x2X) : X ! Y; x 7! yx��H "f�� %i��<Ê�º �'a>�s���. ����"f '��H ���éß���s���.(i) ���$� '�� ���5Åqe���̀� ��s���: �x2XYx_Æ l�$�_Æ "é¶�è B = �x2XUx��H Ä»��Ç>h_Æx1; x2; : : : ; xn 2 X\�� ℄jü�
�����H Ux = Yx = Ys���. Õªo��� Uxi��H Yxi = Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�Q��� '(B) = \ni=1S(fxig; Uxi)s� ÷&#Q '(B)��H C(X;Y )_Æ l�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f '��H ���5Åqs���.(ii) s�℄j '�� \P�Ǒ2;���©�e���̀� ��s���� �)a��: C(X;Y )_Æ ÂÒì�rl�$�_Æ "é¶�è S(K;U)\� �/K�K��s�íß�/BNçß� X_Æ(��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼��K��HÄ»��Ç|9�½+Ës���.Õªo��� '(S(K;U)) = �x2XUxs���. éß�, #�l�"f Ux = 8<:U; x 2 KY; x =2 Ks���. ����"f '(S(K;U)) = �x2XUx�� Y�L/BNçß� �x2XYx_Æl�$�_Æ "é¶�ès�Ù¼�� \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� '��H \P�Ǒ2;���©�s���.���²DG '��H 0A�©�1lx+þA���©�s���.Nùý=� 16.3.5. D\�� Y_Æ {���2³|9�½+Ës��� 
���. s�℄j j(D) = f
y j y 2 Dg�� C(X;Y )_Æ {���2³|9�½+Ëe���̀� ��s���. s�\�� 0AK� C(X;Y )� j(D)�� C(X;Y )_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀� ��s���� �)a��.e��_Æ_Æ f 2 C(X;Y )� j(D)\�� ��&ñ

���. ���$� f�� �©��º���©�s���� &h�{©���Ç y 2 Y �D\� �/K� f = 
ys���. s�℄j e��_Æ_Æ ��Ç &h� x 2 X\�� ×þ�
����f 2 S(fxg; Y �D) � C(X;Y )� j(D)s�Ù¼�� f��H C(X;Y ) � j(D)_Æ ?/ÂÒ&h�s���. ëß���� f�� �©��º���©�s� ��m���� f(x1) 6= f(x2)���x1 6= x2 2 X�� �>rF���Ç��. Õªo��� Y�� Hausdor�s�Ù¼��f(x1) 2 U1; f(x2) 2 U2; U1 \ U2 = ?�̀� ëß�7á¤
���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U1, U2�� �>rF�
�#�f 2 S(fx1g; U1) \ S(fx2g; U2) � C(X;Y )� j(D)s� ÷&Ù¼�� f��H C(X;Y ) � j(D)_Æ ?/ÂÒ&h�s���. ����"f C(X;Y ) � j(D)�� C(X;Y )_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� j(D)��H C(X;Y )_Æ {���2³|9�½+Ës���.



16.4 ��X�ÎáºH[e<S"h4É C-O ëâ�Ék 153Nùý=� 16.3.7. ¼#�_Æ�©� C(X;Y ) = (C(X;Y );T
o)s��� 
���. ���$� ÂÒu����©�e : X � C0(X;Y )! Y; e(x; f) = f(x)�� Ä»�̧
���H ���©� ê : C0(X;Y )! C(X;Y ); [ê(f)℄(x) = f(x)�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� �̧��H f 2 C(X;Y )\� �/K� ê(f) = fs�Ù¼�� ê�Ér �½Ó1px���©�s���. Õªo���e�� ���5Åqs�Ù¼�� &ñ
o� 16.3.14(1)\� _ÆK� �½Ó1px���©� ê�̧ ���5Åqs���. Õª�QÙ¼�� e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËU 2 T
o\� �/K� U = ê�1(U) 2 Ts���. ����"f T
o � Ts���.16.4 ����<O[j́P<V"XÂÔ C-O ö�9FVNùý=� 16.4.1. e��_Æ_Æ f 2 Y X\� �/K� &h� x 2 X\�� e��_Æ�� ×þ�
���� S(x; Y ) 2 Ss��� f 2S(x; Y )s���. ����"f S��H |9�½+Ë Y X�©�_Æ ÂÒì�rl�$�s���.Nùý=� 16.4.3. ���$� y��y��_Æ x 2 (0;1)\� �/
�#� limn!1fn(x) = limn!1 1nx = 0s�Ù¼�� fns� �º§4���Ç����� f : (0;1) ! R, f(x) = 0Ü¼�� �º§4�K��� ��Ç��. s�℄j f\�� �í�<Ê
���H e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+ËW 2 T

\� �/
�#� f 2 BK(f; ") � W�̀� ëß�7á¤
���H l�$�_Æ "é¶�è BK(f; ")�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� K�� (0;1)_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës�Ù¼�� K � [a; b℄ � (0;1)\�� ëß�7á¤
���H {���2³½̈çß� [a; b℄�� �>rF���Ç��. Õªo��� �̧��H x 2 K\� �/K� 1b � 1x � 1as���. s�℄j n0 > 1a"�̀� ëß�7á¤
���H ������º n0\�� ×þ�
���. Õª�Q��� n � n0 ) 8x 2 K; j 1nx � 0j = 1nx � 1na � 1n0a < ") fn 2 BK(f; ")) fn 2Ws�Ù¼�� �º\P� fn�Ér (��Øþ�àÔ-�º§4� 0A�©�\�"f f�� �º§4���Ç��.Nùý=� 16.4.5. ���$� [0; 1℄s� (��Øþ�àÔs��� Rs� ��o�/BNçß�s�Ù¼�� Tp
 � T
o = T

 = T��e���̀� �©�l�
���(&ñ
o� 16.4.12, &ñ
o� 16.4.13). Õªo��� limn!1xn = 8<:0; x 2 [0; 1)1; x = 1 s�Ù¼�� y��y��_Æx 2 [0; 1℄\� �/K�"f limn!1fn(x) = f( limn!1xn) = 0s���. ����"f &ñ
o� 16.4.3\� _ÆK� �º\P� fn�Ér&h�-�º§4� 0A�©� Tp
\�"f �©��º���©� g : [0; 1℄! R, g(x) = 0Ü¼�� �º§4���Ç��.s�℄j ��ǑÉr 0A�©� T��\� �/K� ·ú�������. ·ú¡\�"f ����¤1pws� �º\P� fns� ��ǑÉr0A�©�\�"f �º§4���Ç����� �©��º���©� g(x) � 0Ü¼�� �º§4�
�#��� ��Ç��. Õª���X< ÅÒ#Q��� f�� �©��º���©�s� ��m�Ù¼��f(
) 6= 0��� 
 2 (0; 1)�� �>rF���Ç��. s�℄j " = jf(
)j2 s��� 
���. Õª�Q��� y��y��_Æ ������º n\� �/K�(xn)n = 
\�� ëß�7á¤
���H xn 2 [0; 1℄s� �>rF�
�#�jfn(xn)� g(xn)j = jf((xn)n)� 0j = jf(
)j > jf(
)j2 = "



154 =� 16 �Ék �É��¢ÎáºH[es���. Õª�QÙ¼�� fn�Ér g�� ��ØÔ>� �º§4�
�t� ·ú§��H��. Õªo��� ����� 16.1.12\�_ÆK� fn�Ér ��ǑÉr0A�©� T��\�"f g�� �º§4�
�t� ·ú§��H��. ����"f fn�Ér ��ǑÉr0A�©� T��\�"f �º§4�
�t� ·ú§��H��.16.5 As
oli àíÄ��Nùý=� 16.5.1. X\�� (��Øþ�àÔ/BNçß�, (Rn ; d)\�� Ä»9þto�×¼/BNçß�s��� 
���.���$� X�� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� C(X;Rn )�©�\�"f T�� = T� = T

e���̀� �©�l�
���. Õªo��� F �C(X;Rn)�� 
���.s�℄j As
oli &ñ
o�(&ñ
o� 16.5.9)\�� ��6 x
�#� &ñ
o� 16.5.6�̀� ��s���.(b))(
) ���$� F�� C(X;Rn )_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� F�� (��Øþ�àÔ|9�½+Ë F\��í�<Ê÷&Ù¼�� &ñ
o� 16.5.9(2)\� _ÆK� F��H d\� _ÆK� 1lx1px���5Åqs���, �̧��H &h� x 2 X\� �/K�
lRn(Fx)��H Rn_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� Heine-Borel &ñ
o�\� _ÆK� 
lRn(Fx)��H Rn_Æ Ä»>���� {���2³|9�½+Ës���. ����"f Fx � 
lRn(Fx)s�Ù¼�� Fx�̧ Rn_Æ Ä»>���� ÂÒì�r|9�½+Ës���. ����"fF��H &h�Z>�Ä»>�s���.(
))(b)F\����:�x��o� d\�_ÆK�1lx1px���5Åqs���&h�Z>�Ä»>���
���.Õª�Q��� �̧��H&h� x 2 X\��/K� Fx�� Ä»>�s�Ù¼�� Fx � B(0; rx) � Rn�̀� ëß�7á¤
���H \P�Ǒ2;½̈ B(0; rx)�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� 
lRn(Fx) � B(0; rx + 1) � Rns�Ù¼�� 
lRn(Fx)��H Rn_Æ Ä»>���� {���2³|9�½+Ës���. Heine-Borel &ñ
o�\� _ÆK� 
lRn(Fx)��H Rn_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. ����"f &ñ
o� 16.5.9(1)\� _ÆK� F��HC(X;Rn)_Æ &h�{©���Ç (��Øþ�àÔ|9�½+Ë H \� �í�<Ê�)a��. Õªo��� C(X;Rn)s� 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼��H ��H C(X;Rn)_Æ {���2³|9�½+Ës� ÷&#Q F � H s���. Õª���X< H �� (��Øþ�àÔs�Ù¼�� s�_Æ {���2³|9�½+Ë F�̧ (��Øþ�àÔs���.Nùý=� 16.5.3. F = ffn j n 2 Ngs� &h�Z>�Ä»>�s��� 1lx1px���5Åqs�Ù¼�� &ñ
o� 16.5.6(As
oli &ñ
o�,�����óøÍ)\� _ÆK� F��H (C(X;Rk ); �)_Æ (��Øþ�àÔ|9�½+Ës���. Õªo��� &ñ
o� 11.1.18\� _ÆK� F��H�º\P�(��Øþ�àÔs���. ����"f F�©�_Æ �º\P� ffng�Ér (��ØÔ>�) �º§4�
���H ÂÒì�r�º\P��̀� °ú���H��. (��o��� �e���̀� ÅÒ_Æ
���.)16.6 Stone-Weierstrass àíÄ�� yNùý=� 16.6.1. ���$� P = fp j p : I = [0; 1℄! R��H ���½Ó�<Ê�ºgs��� 
���. Õª�Q��� ��2£§&ñ
o� 16.6.5\� _ÆK� P = C(I;R)s���. s�℄j Q0 = Qs��� 
���, y��y��_Æ ������º n 2 N\� �/
�#�Qn = fq0 + q1x+ � � �+ qnxn j qi 2 Qg



16.6 STONE-WEIERSTRASS �_ÙX� y 155s��� 
���. Õª�Q���Q = [1n=0Qn = fq j q : I ! R��H >��º�� Ä»o��º��� ���½Ó�<Ê�ºg��H ��íß�|9�½+Ës���.(1)Äºo���H Q = C(I;R)e���̀� ��s�����)a��.e��_Æ��ÅÒ#Q��� f 2 C(I;R)ü< �ª�_Æz�́�º " > 0\��/K� �(p; f) < "2\�� ëß�7á¤
���H ���½Ó�<Ê�º p(x) = a0 + a1x + � � � + anxn 2 P�� �>rF���Ç��. Õªo��� y��y��_Æ ai\� �/K� jai � qij < "2(n+1)�̀� ëß�7á¤
���H Ä»o��º qi 2 Q\�� ×þ�
���. Õª�Q���q(x) = q0 + q1x+ � � �+ qnxn 2 Qs���. Õªo��� �̧��H x 2 I\� �/K�jp(x)� q(x)j � nXi=0 jai � qijxi � nXi=0 jai � qij < "2s�Ù¼�� �(p; q) � "2s���. Õª�Q����(f; q) � �(f; p) + �(p; q) < "s�Ù¼�� f 2 Qs���. ����"f Q = C(I;R)s�Ù¼�� (C(I;R); �)��H ��ì�rs���.(2) �̧��H ��o�/BNçß��Ér ℄j1��íß�s�Ù¼�� (C(I;R); �)��H ℄j1��íß�s���. ½̈�̂&h�Ü¼�� ÅÒ#Q��� f 2(C(I;R)\� �/K� Bf = fB�(f; 1n ) j n 2 Ngs� &h� f\�"f_Æ ��íß�²DG�èl�$�s���.(3) (1)\� _ÆK� (C(I;R); �)s� ��ì�r��� ��o�/BNçß�s�Ù¼�� ℄j2��íß�s���(&ñ
o� 10.2.27). ����½̈�̂&h�Ü¼�� B = fB�(q; 1n ) j q 2 Q; n 2 Ngs� (C(I;R); �)_Æ ��íß�l�$�s���.
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V� 17 *�×e�Ôeµ!B�ø� Ü}�5��̄»ë5Ñ
17.1 �¾õ��(homotopy)Nùý=� 17.1.1. $í
|9� 17.1.7õ� ��2£§&ñ
o� 17.1.12\� _ÆK� $í
wn���Ç��.Nùý=� 17.1.3. (1) ��&ñ
\� _ÆK� �̧��H x 2 Sn\� �/K� f(x) 6= �x = � idSn(x)s�Ù¼�� ��l� 17.1.2(4)\� _ÆK� f ' idSns���.(2) f�� ������� ��m�Ù¼�� &h� p 2 Sn � f(X)�� �>rF���Ç��. Õªo��� �©��º���©� 
 : X ! Sn,
(x) = �p\�� Òqty��
���. Õª�Q��� �̧��H x 2 X\� �/K�f(x) 6= p = �(�p) = �
(x)s�Ù¼�� ��l� 17.1.2(4)\� _ÆK� f ' 
s���. ����"f f��H ���o���s�&h�s���.(3) k : Sn ! Sn, k(x) = h(x)kh(x)k�Ér���5Åqs��� �̧��H&h� x 2 Sn\��/K�?/&h� x �k(x) = 0s���.Õªo���ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� f : X ! Sn\� �/
�#� f(x) � k(f(x)) = 0s�Ù¼�� (�f(x)) � k(f(x)) =0s���. ����"f  7�'� k(f(x))��H ¿º  7�'� f(x), �f(x) �̧¿ºü< �ºf��s�Ù¼��k(f(x)) 6= f(x) = �(�f(x)); k(f(x)) 6= �f(x) 8x 2 Xs���. ����"f ��l� 17.1.2(4)\� _ÆK� k Æ f ' �f , k Æ f ' fs�Ù¼�� f ' �fs���.Nùý=� 17.1.5. X�� »¡¤�����0pxs�Ù¼�� �½Ó1px���©� idX��H �©��º���©� 
 : X ! Xü< ���s�&h�s���. Õª�Q��� r = r Æ idX ' r Æ 
 : X ! As���. Õªo��� ë�H℄j 17.1.4\� _ÆK� rjA ' (r Æ 
)jA : A! As��� ��&ñ
\� _ÆK� rjA ' idAs�Ù¼�� idA��H �©��º���©� (r Æ 
)jAü< ���s�&h�s���. ����"f A�̧ »¡¤�����0pxs���. 157



158 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[eNùý=� 17.1.7. a))(b) ���$� f ' g�� 
���. Õª�Q��� e��_Æ_Æ � 2 �\� �/K� �� Æ f ' �� Æ gs���($í
|9� 17.1.4).(b))(a) y��y��_Æ � 2 ��/K� �� Æ f ' �� Æ g : X ! Y�s�Ù¼�� ���s�F� : X � I ! Y� s: t: F�(x; 0) = �� Æ f(x); F�(x; 1) = �� Æ g(x)�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� ���s�F : X � I ! ��2�Y�; F (x; t) = (F�(x; t))�2���H F (x; 0) = f(x), F (x; 1) = g(x)s���. ����"f f ' gs���.Nùý=� 17.1.9. Rs� »¡¤�����0pxs�Ù¼�� R ' f0gs���. ����"f ë�H℄j 17.1.8\� _ÆK�R! = R � R � � � � ' f0g � f0g � � � � = f0g! = f0gs�Ù¼�� R!��H »¡¤�����0pxs���.Nùý=� 17.1.11. 0A�©�/BNçß� Y�� »¡¤�����0pxs�Ù¼�� idY��H �©��º���©� 
 : Y ! Yü< ���s�&h�s���. Äºo���H 
(y) = p�� 
���. Õªo��� �©��º���©� 
p : X ! Y , 
p(x) = p\�� Òqty��
���.(1) ÅÒ#Q��� ¿º ���5Åq���©� f; g : X ! Y\� �/K�f = idY Æf ' 
 Æ f = 
p = 
 Æ g ' idY Æg = gs���. ����"f fü< g��H ���s�&h�s���.(2) ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� f : X ! Y\� �/K� f = idY Æf ' 
 Æ f = 
ps�Ù¼�� f��H ���o���s�&h�s���.Nùý=� 17.1.13. (1) ���$� ��Ç &h� q 2 Y\�� ��&ñ

���. Õªo��� ¿º �©��º���©� 
 : X ! Y , 
(x) = qü<d : Y ! Y , d(y) = q\�� Òqty��
���. Y�� »¡¤�����0pxs�Ù¼�� idY ' ds���. ��Ç¼#� e��_Æ_Æ [f ℄ 2[X;Y ℄\� �/K� f : X ! Y��H ���5Åq���©�s��� f = idY Æf ' d Æ f = 
s�Ù¼�� [f ℄ = [
℄s���. ����"f [X;Y ℄ = f[
℄gs���.(2) ���$� ¿º &h� p 2 X , q 2 Y\�� ��&ñ

���. Õªo��� ��6£§õ� °ú s� &ñ
_Æ�)a �©��º���©�d : X ! X; d(x) = p;
y : X ! Y; 
y(x) = y\�� Òqty��
���. ���$� X�� »¡¤�����0pxs�Ù¼�� idX ' ds���. ��Ç¼#� e��_Æ_Æ [f ℄ 2 [X;Y ℄\� �/K�f : X ! Y��H ���5Åq���©�s��� f = f Æ idX ' f Æ d = 
f(p)s���. s�℄j 
f(p) ' 
qe���̀� ��s���.



17.1 ò�Ó\�(HOMOTOPY) 159Y�� U�́������s�Ù¼�� U�́(path)� : I ! Y s: t: �(0) = f(p); �(1) = q�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� ���s� F : X � I ! Y; F (x; t) = �(t)\��/K� F (x; 0) = �(0) = f(p), F (x; 1) = �(1) = qs�Ù¼�� 
f(p) ' 
qs���.Õª�QÙ¼�� f ' 
qs��� [f ℄ = [
q℄s���. ����"f [X;Y ℄ = f[
q℄gs���.Nùý=� 17.1.15. (1) ' Æ k ' idY\�� ëß�7á¤
���H ���5Åq���©� k : Y ! X�� �>rF���Ç�� 
���. Õª�Q���e��_Æ_Æ [g℄ 2 [Z; Y ℄\� �/K� g : Z ! Y��H ���5Åq���©�s�Ù¼�� k Æ g : Z ! X�̧ ���5Åqs���. Õªo���' Æ k Æ g ' idY Æg = gs�Ù¼�� '℄([k Æ g℄) = [' Æ k Æ g℄ = [g℄��� [k Æ g℄ 2 [Z;X ℄�� �>rF���Ç��. ����"f '℄�Ér �����s���.(2) kÆ' ' idX\��ëß�7á¤
���H���5Åq���©� k : Y ! X���>rF���Ç��
���.s�℄j [f ℄; [g℄ 2 [Z;X ℄\��/K� '℄([f ℄) = '℄([g℄)s���� [' Æ f ℄ = '℄([f ℄) = '℄([g℄) = [' Æ g℄s�Ù¼�� ' Æ f ' ' Æ gs���. Õª�QÙ¼�� f = idX Æf ' k Æ ' Æ f ' k Æ ' Æ g ' idX Æg = gs� ÷&#Q [f ℄ = [g℄s���. ����"f '℄�Ér éß���s���.(3) '�� ���s�1lxu�s�Ù¼�� ���s�%i� k : Y ! X�� �>rF�
�#� ' Æ k ' idY , k Æ ' ' idX\�� ëß�7á¤��Ç��. ����"f (1), (2)\� _ÆK� '℄�Ér ���éß���s���.Nùý=� 17.1.17. X ' Ys�Ù¼�� ���5Åq���©� f : X ! Y , g : Y ! Xü< ���s�F : X � I ! X s: t: F0 = g Æ f; F1 = idXH : Y � I ! Y s: t: H0 = f Æ g; H1 = idY�� �>rF���Ç��.(1) l��í&ñ
o� 16.3.9\� _ÆK� ¿º ���©�g℄ : C(X;Z)! C(Y; Z); g℄(k) = k Æ gf ℄ : C(Y; Z)! C(X;Z); f ℄(k) = k Æ f�Ér ���5Åqs���. s�℄j ���s��: C(X;Z)� I ! C(X;Z); �(k; t) = k Æ F (�; t)\�� Òqty��
���. 7£¤, �̧��H x 2 X\� �/K� [�(k; t)℄(x) = k Æ F (x; t)s���. Õª�Q��� �0 = f ℄ Æ g℄,�1 = idC(X;Z)s�Ù¼�� f ℄ Æ g℄ ' idC(X;Z)s���.



160 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[eÄºo���H #�l�"f ��� ���5Åqe���̀� ��s���. ���$��: C(X;Z)� I id�F̂! C(X;Z)� C(X;X) �! C(X;X)� C(X;Z) T! C(X;Z)s���. l��í&ñ
o� 16.3.14(1)\� _ÆK� F̂ : I ! C(X;X), F̂ (t) = Ft = F (�; t)s� ���5Åqs�Ù¼��id�F̂ : C(X;Z)� I ! C(X;Z)� C(X;X); id�F̂ (k; t) = (k; F̂ (t)) = (k; Ft)�̧ ���5Åqs� ��. Õªo���� : C(X;Z)� C(X;X)! C(X;X)� C(X;Z); �(h; k) = (k; h)��H ���5Åqs���. ��Ç¼#� X�� ²DG�è(��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼�� &ñ
o� 16.3.10\� _ÆK� T (h; k) =k Æ h�̧ ���5Åqs���. ����"f ½+Ë$í
���©� ��̧ ���5Åqs���.Äºo���H °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� (Y�� ²DG�è(��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ����H ��&ñ
�̀� ��6 x
�#�) g℄ Æ f ℄ 'idC(Y;Z)e���̀� ��{9� �º e����.(2) l��í&ñ
o� 16.3.9\� _ÆK� ¿º ���©�f℄ : C(Z;X)! C(Z; Y ); f℄(k) = f Æ kg℄ : C(Z; Y )! C(Z;X); g℄(k) = g Æ k�Ér ���5Åqs���. s�℄j ���s�	: C(Z;X)� I ! C(Z;X); 	(k; t)(z) = F (k(z); t)\�� Òqty��
���. Õª�Q��� 	0 = g℄ Æ f℄, 	1 = idC(Z;X)s�Ù¼�� g℄ Æ f℄ ' idC(Z;X)s���.#�l�"f 	�����5Åqe���̀���s���.���$� Z��²DG�è(��Øþ�àÔ
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼��&ñ
o� 16.3.12\�_ÆK� e : Z � C(Z;X)! X , e(z; k) = k(z)��H ���5Åqs�Ù¼��e� id : Z � C(Z;X)� I ! X � I; (e� id)(z; k; t) = (k(z); t)�̧ ���5Åqs���. ÕªA�"f � = F Æ (e� id) : Z � C(Z;X)� I ! X � I ! X��H ���5Åqs���. ��Ç¼#� Z�� ²DG�è(��Øþ�àÔ 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔs�Ù¼��, &ñ
o� 16.3.14(2)\� _ÆK�,�̂ : C(Z;X)� I ! C(Z;X)��H ���5Åqs���. Õªo��� 	 = �̂s�Ù¼�� 	��H ���5Åqs���.Äºo���H °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� f℄ Æ g℄ ' idC(Z;Y )e���̀� ��{9� �º e����.



17.2 U� {ç�°́(FUNDAMENTAL GROUP) 16117.2 ��tø�oáU(fundamental group)Nùý=� 17.2.1. �_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� ��"î

���.Nùý=� 17.2.3. e��_Æ_Æ [�℄ 2 �1(X; x0)\� �/K�
̂([�℄) = [�
℄ � [�℄ � [
℄ = [� � �℄ � [�℄ � [� � �℄= [ �� � ��℄ � [�℄ � [� � �℄ = [ ��℄ � [��℄ � [�℄ � [�℄ � [�℄= [ ��℄ � �̂([�℄) � [�℄ = �̂(�̂([�℄))= (�̂ Æ �̂)([�℄)s�Ù¼�� 
̂ = �̂ Æ �̂s���.Nùý=� 17.2.5. (1) A � Rn\�� �̂�2�¤|9�½+Ës��� 
���. Õªo��� e��_Æ_Æ ��Ç &h� a0 2 A\�� ×þ�
���. Õª�Q��� A�� �̂�2�¤|9�½+Ës�Ù¼�� �̧��H &h� a 2 A\� �/K� a0a � As���. ����"f A��H Z>� �̂�2�¤s���.(2) R2_Æ ÂÒì�r|9�½+Ë X = I2 [ (R �f0g)�Ér "é¶&h� (0; 0)\� �/
�#� Z>� �̂�2�¤s�t�ëß�, �̂�2�¤|9�½+Ë�Ér ��m���.(3) A�� &h� a0 2 A\� �/
�#� Z>� �̂�2�¤s��� 
���. Õª�Q��� �̧��H x 2 A\� �/
�#� a0x =f(1� t)x + ta0 j t 2 Ig � As���. ÕªA�"f ���s�H : A� I ! A; H(x; t) = (1� t)x+ ta0\� _ÆK� A��H »¡¤�����0px(
ontra
tible)s���. ����"f ��2£§&ñ
o� 17.1.13õ� 17.2.18\�_ÆK� A��H éß�í�H������s���.Nùý=� 17.2.7. e��_Æ_Æ [�℄ 2 �1(X; x0)\� �/K� (h1)℄ Æ �̂([�℄) = �̂ Æ (h0)℄([�℄)\�� ��s���� �)a��.ÅÒ#Q��� [�℄ 2 �1(X; x0)\� �/K�(h1)℄ Æ �̂([�℄) = (h1)℄([��℄ � [�℄ � [�℄) = (h1)℄([�� � � � �℄)= [h Æ (�� � � � �)℄ = [h Æ �� � h Æ � � h Æ �℄= [h Æ ��℄ � [h Æ �℄ � [h Æ �℄s���. ��Ç¼#� �̂ Æ (h0)℄([�℄) = �̂([h Æ �℄) = [h Æ �℄ � [h Æ �℄ � [h Æ �℄s�Ù¼�� Äºo���H [h Æ �℄ = [h Æ ��℄ëß� ��s���� �)a��. Õª���X<h Æ �(t) = (h Æ �)(1� t) = h(�(1� t)) = h(��(t)) = h Æ ��(t)s�Ù¼�� h Æ � = h Æ ��s� ÷&#Q [h Æ �℄ = [h Æ ��℄s���.



162 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[eNùý=� 17.2.9. ë�H℄j 17.1.12(1)\� _ÆK� CX��H »¡¤�����0pxs���. ����"f ��2£§&ñ
o� 17.1.13õ�17.2.18\� _ÆK� CX��H éß�í�H������s���.17.3 Ǒ̈E×º»Î �¾õåAûǑ̈E×ºNùý=� 17.3.1. (1) S1 (2) 1 (3) S1 (4) 1 (5) 1 (6) S1 (7) S1 (8) fpg (9) S1 (10) fpgNùý=� 17.3.3. (1) A�� B_Æ �º»¡¤s��� B�� X_Æ �º»¡¤s�Ù¼�� �º»¡¤���©�r : X ! B; s : B ! A�� �>rF�
�#� ½+Ë$í
���©� s Æ r : X ! As� �º»¡¤���©�s���. ����"f A��H X_Æ �º»¡¤s���.(2) ���$� A�� B_Æ ���+þA�º»¡¤s�Ù¼�� �º»¡¤���©� r : X ! Bõ� ���s�F : X � I ! X s: t: F (x; 0) = x 8x 2 X;F (x; 1) = r(x) 8x 2 X;F (b; 1) = b 8b 2 B�� �>rF���Ç��. Õªo��� B�� X_Æ ���+þA�º»¡¤s�Ù¼�� �º»¡¤���©� s : B ! Aü< ���s�G : B � I ! B s: t: G(x; 0) = x 8x 2 B;G(x; 1) = s(x) 8x 2 B;G(a; 1) = a 8a 2 A�� �>rF���Ç��. ����"f s Æ r : X ! A��H �º»¡¤���©�s��� ���s�H : X � I ! X; H(x; t) =8<:F (x; 2t); 0 � t � 12G(r(x); 2t � 1); 12 � t � 1��H F (x; 1) = r(x) = G(r(x); 0)s�Ù¼�� ·¡­e�����̧&ñ
o�(pasting lemma)\� _ÆK� ���5Åqs���. Õªo��� H(x; 0) = x 8x 2 X;H(x; 1) = s(r(x)) 8x 2 X;H(a; 1) = s(r(a)) = a 8a 2 As�Ù¼�� ���s� H\� _ÆK� A��H X_Æ ���+þA�º»¡¤s���.Nùý=� 17.3.5. ()
ÀÓZO�) ëß���� f0; 1gs� I = [0; 1℄_Æ �º»¡¤s��� ��&ñ

���� �º»¡¤���©� r : I !f0; 1gs� �>rF���Ç��. Õªo��� rs� �������� ���5Åq���©�s��� I�� ������s�Ù¼�� r(I) = f0; 1g�̧ ������
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�æ 163s�#Q�� ��Ç��. s���H f0; 1gs� q�������s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���. ����"f f0; 1g�Ér I_Æ �º»¡¤s� ��m���.Nùý=� 17.3.7. (1) f���º»¡¤s����&ñ
_Æ\�_ÆK� A��HX_Æ���+þA�º»¡¤s���.����"f&ñ
o� 17.3.3(2)\�_ÆK� i℄�Ér ç�H 1lx+þA���©�s���.(2) ���$� ��Ç &h� x0 2 X\�� ×þ�
��� a0 = f(x0)s��� 
���. Õªo��� ���s� H\� _ÆK� i Æ f 'idXs�Ù¼�� l��í&ñ
o� 17.2.14\� _ÆK�!̂ Æ (i℄ Æ f℄) = (idX)℄ = id�1(X;x0)�̀� ëß�7á¤
���H a0\�"f x0Æ�t�_Æ U�́ ! : I ! X�� �>rF���Ç��. Õªo��� !̂�� ç�H 1lx+þA���©�s�Ù¼��i℄ Æ f℄ = (!̂)�1 Æ id�1(X;x0)s���. ����"f i℄ Æ f℄s� ç�H 1lx+þA���©�s�Ù¼�� i℄ Æ f℄��H �����s���. ����"f i℄�̧ ������� ÷&#Q�� ��Ç��.��Ç¼#� ���s� K = H jA�I : A� I ! A, K(a; t) = H(a; t)\� _ÆK� f Æ i ' idAs�Ù¼�� 0Aü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� f℄ Æ i℄s� ç�H 1lx+þA���©�e���̀� ·ú� �ºe����. ����"f i℄�Ér éß���s���.Õª�QÙ¼�� i℄�Ér ç�H 1lx+þA���©�s���.(3) Ä»9þto�×¼/BNçß� R2ü< &h� x0 = (1; 0) 2 R2\�� Òqty��
���. s�℄j �í�<Ê���©� i : R2 � f0g ,!R2s�Ä»�̧
���Hç�Hï�r1lx+þA���©� i℄ : �1(R2�f0g; x0)! �1(R2 ; x0)\��Òqty��
���.Õª�Q��� �1(R2�f0g; x0) 6= 0s��� �1(R2 ; x0) = 0s�Ù¼�� i℄�Ér ������� |̈
 �º \O���. ����"f i℄�Ér ç�H 1lx+þA���©�s���m���.Nùý=� 17.3.9. ���$� CX = X�I=X�f1ge���̀��©�l�
���.Õªo�����Ä»���©�(�©����©�) � : X�I !CX , �(x; s) = [x; s℄\� �/K� p = �(X � f1g) = [x; 1℄s��� 
���.s�℄j CX�� fpg�� ���+þA�º»¡¤H�d�̀� ��s���. s�\�� 0AK� �©��º���©�r : CX ! fpg; r([x; s℄) = põ� �í�<Ê���©� i : fpg ,! CX\�� Òqty��
���. ���$� ��"î

�>� r Æ i = idfpgs���.��Ç¼#� ���5Åq���©� F : (X � I) � I ! X � I , F ((x; s); t) = (x; (1 � t)s + t)��H ���5Åq���©�H : CX � I ! CX , H([x; s℄; t) = [x; (1� t)s+ t℄\�� Ä»�̧��Ç��.(X � I)� I F //��idI �� X � I���CX � I H // CXÕªo��� H([x; s℄; 0) = [x; s℄;H([x; s℄; 1) = [x; 1℄ = p;H(p; 1) = H([x; 1℄; 1) = [x; 1℄ = p



164 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[es�Ù¼�� H��H ���+þA�º»¡¤���©�s��� idCX 'H i Æ rs���. ����"f CX��H fpg�� ���+þA�º»¡¤�)a��.Nùý=� 17.3.11. (1) ���$� C = (I � f0g) [ (f0g � I) [ ([1n=1f 1ng � I) � R2e���̀� �©�l�
���. Õªo��� B = I �f0g � Cs��� 
���. Õª�Q��� C��H B�� y©����+þA�º»¡¤ ÷&��, B��H f(0; 0)gÜ¼�� y©����+þA�º»¡¤÷&Ù¼�� C��H f(0; 0)g�� y©����+þA�º»¡¤�)a��. ½̈�̂&h�Ü¼�� ���s�F : C � I ! C; F ((x; y); t) = 8<:(x; (1� 2t)y); 0 � t � 12((2� 2t)x; 0); 12 � t � 1�� �>rF���Ç��.(�����) ��%ò
���©� p : C ! C, p(x; y) = (x; 0)\�� Òqty��
���� 12 � t � 1\� �/K� F ((x; y); t) =(2� 2t)p(x; y)e���̀� Ä»_Æ
���.(2) (i) �©��º���©� 
 : C ! C, 
(x; y) = (0; 1)\�� Òqty��
���. Õª���X< 
±	/BNçß� C�� »¡¤�����0px(
ontra
tible)s�Ù¼�� idC ' 
s���. ����"f ���s�F : C � I ! C s: t: F ((x; y); 0) = (x; y) 8(x; y) 2 C;F ((x; y); 1) = (0; 1) 8(x; y) 2 C�� �>rF���Ç��. Õªo��� ���s� F\� _ÆK� C��H f(0; 1)g�� ���+þA�º»¡¤�)a��.(ii) Õª�Q�� H((x; y); 0) = (x; y) 8(x; y) 2 C;H((x; y); 1) = (0; 1) 8(x; y) 2 C;H((0; 1); t) = (0; 1) 8t 2 I\�� ëß�7á¤
���H ���s� H : C � I ! C�� �>rF�
�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� C��H f(0; 1)g�� y©����+þA�º»¡¤�Ér ÷&t�·ú§��H��.17.4 -ýÉ5�<O[j́P(
overing spa
e)Nùý=� 17.4.1. ���$� p�� �����s��� ���5Åqe���Ér ��"î

���.s�℄j e��_Æ_Æ &h� x 2 X\����&ñ

���, x_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\�� ×þ�
���. (:£¤Z>�y� U\�� X��×þ�
�#��̧�)a��.)s�℄j U�� p\�_ÆK���ØÔ>�W=�e���̀���s���. Y��s�íß�/BNçß�s�Ù¼�� fyg��H Y_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� U � fyg�̧ Y�L/BNçß� X � Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õªo��� fU � fyg j y 2Y g��H X � Y_Æ "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ �̧e��s��� p�1(U) = [y2Y U � fygs� �)a��. Õªo���y��y��_Æ y 2 Y\� �/
�#� »¡¤�è���©� pj : U � fyg ! U��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. ����"f p��H W=�>h���©�s���.



17.4 Z�Þ5�ÎáºH[e(COVERING SPACE) 165Nùý=� 17.4.3. ���$� l�ï�r&h�s� \O�Ü¼Ù¼�� ÅÒ#Q��� U�́[þt_Æ �̀�aË>s� #��Q >h �>rF�½+É �º e��6£§�̀� ÅÒ_Æ
���.�̧��H (m;n) 2 Z�Z\��/
�#� ~�m;n(t) = (m+ t; n2 + 2t)�� �(t)_Æ �̀�aË>s���.Nùý=� 17.4.5. ���$� p�� �����s��� ���5Åq����̄	�Ér ��"î

���. Õªo��� p��H &h� z = ei�\�� &h� zn =ein�Ü¼�� ���·p��. s�℄j ÅÒ#Q��� &h� b 2 S1_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U\�� ��6£§õ� °ú s� ×þ�
���.(i) b = 1��� �â
Äº: U = S1 � f�1g�� ×þ�
���. Õªo��� k = 1; : : : ; n\� �/K�Vk = fei� j 2(k � 1)�n � �n < � < 2(k � 1)�n + �ngs��� 
���.(ii) b 6= 1��� �â
Äº: U = S1 � f1g�� ×þ�
���. Õªo��� k = 1; : : : ; n\� �/K�Vk = fei� j 2(k � 1)�n < � < 2k�n gs��� 
���.Õª�Q��� #QÖ¼ �â
Äº��H Vi \ Vj = ?(i 6= j), p�1(U) = V1 [ � � � [ Vns��� pj : Vi ! U��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. ����"f b_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U��H p\� _ÆK� ��ØÔ>� W=������. Õª�QÙ¼�� p��H W=�>h���©�s���.Nùý=� 17.4.7. (1) B\�� Hausdor��� 
���. ÅÒ#Q��� "f�� ��ǑÉr ¿º&h� e1; e2 2 E\� �/
�#� b1 =p(e1)ü< b2 = p(e2)�� 
���.(i) ���$� b1 6= b2��� �â
Äº, B�� Hausdor�s�Ù¼��b1 2 U1; b2 2 U2; U1 \ U2 = ?��� B_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë U1, U2�� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V1 = p�1(U1)õ� V2 = p�1(U2)s� Äºo��� "é¶
���H e1õ� e2\�� ì�ro�
���H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þts���.(ii) b1 = b2��� �â
Äº, p\� _ÆK� ��ØÔ>� W=�s���H b1_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó U � B\�� ×þ�
���. Õª�Q��� p�1(U) = [�2�V�\�� ëß�7á¤
���H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë V�[þts� �>rF���Ç��. Õªo��� e1; e2 2p�1(b1)s�Ù¼�� y��y��_Æ i = 1; 2\� �/K� ei 2 V�i��� Ä»{9���Ç �i 2 ��� �>rF���Ç��. Õª���X< e1 6=e2s�Ù¼�� V�1 \ V�2 = ?s���.����"f (i), (ii)\� _ÆK� E��H Hausdor�s���.(2) s�℄j B\�� &ñ
gË:s��� 
���.���$� E�� T1e���̀� ��s���. ÅÒ#Q��� ��Ç &h� e 2 E\� �/K� b = p(e) 2 Bs��� 
���. Õª�Q���B�� T1s�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë fbg��H B_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� ÂÒì�r/BNçß� p�1(b)��H s�íß�/BNçß�s��� e 2 p�1(b)s�Ù¼�� ��Ç &h� |9�½+Ë feg��H p�1(b)_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õªo��� p�� ���5Åqs�Ù¼��p�1(b)��H E_Æ {���2³|9�½+Ës���. ����"f feg��H E_Æ {���2³|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� E��H T1s���.



166 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[es�℄j E�� �̧|	� (R)�̀� ëß�7á¤�<Ê�̀� ��s���. s�\�� 0AK� &h� e 2 Eü< e_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó W�� ÅÒ#Q&������ 
���. Äºo���H e 2 O � O � W��� E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë O�� �>rF��<Ê�̀� ��s���� Ø�æì�r
���.b = p(e)s��� 
���. Õªo��� U\�� p\� _ÆK� ��ØÔ>� W=�s���H b_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� 
���. Õª�Q���p�1(U) = [�2�V�\�� ëß�7á¤
���H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ë V�[þts� �>rF�
���, pjV� : V� ! U��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. ¢̧��Ç e 2 V�0��� �0 2 ��� Ä»{9�
�>� �>rF���Ç��. Õª�Q��� V = V�0 \W�Ér e_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. ��Ç¼#� p�� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� p(V )��H b_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� pjV : V ! p(V )��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. ��&ñ
\� _ÆK� B�� �̧|	� (R)�̀� ëß�7á¤
�Ù¼�� b 2 G � G � p(V )\�� ëß�7á¤
���H b_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ó G�� �>rF���Ç��. s�℄j O = p�1(G) \ V = (pjV )�1(G)s��� 
���� pjV�� 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� e 2 O � O � V �W\�� ëß�7á¤��Ç��.����"f E��H &ñ
gË:s���.(3) B\��²DG�è(��Øþ�àÔ Hausdor���
���.Õª�Q��� (1)\�_ÆK� E��H Hausdor�s���.����"fÄºo���H E�� ²DG�è(��Øþ�e���̀� ��s���� �)a��. Õªo��� E�� Hausdor�s�Ù¼�� e��_Æ�� ÅÒ#Q��� &h� e 2E\� �/
�#� �̀�í O�� (��Øþ�àÔ��� e_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó O�� �>rF��<Ê�̀� ��s���� �)a��(l��í&ñ
o� 9.4.3).s�\�� 0AK� &h� e 2 E�� ÅÒ#Q&������ 
���. Õªo��� b = p(e)s��� 
��� U\�� p\� _ÆK� ��ØÔ>�W=�s���H b_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� 
���. Õª�Q��� p�1(U) = [�2�V�\�� ëß�7á¤
���H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+ËV�[þts� �>rF���Ç��. Õªo��� e 2 V�0��� �0 2 ��� Ä»{9�
�>� �>rF���Ç��. ¢̧��Ç pjV�0 : V�0 ! U��H0A�©�1lx+þA���©�s���. ��Ç¼#� B�� ²DG�è(��Øþ�àÔ Hausdor�s�Ù¼�� b 2 G � G � Us��� �̀�í G��(��Øþ�àÔ��� b_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ó G�� �>rF���Ç��(l��í&ñ
o� 9.4.22). Õª�Q��� pjV�0�� 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� O = (pjV�0 )�1(G) = p�1(G) \ V�0�� Äºo��� "é¶
���H e_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���.Nùý=� 17.4.9. (1) W\�� E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. Õªo��� U = �(W )s��� 
���. s�℄j e��_Æ_Æ&h� [(a; b)℄ 2 U\�� ��&ñ

���. Äºo���H (a; b) 2Ws��� ½+É�º e����. W�� E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼��(a; b) 2 V = (a� r; a+ r)� (b� s; b+ s) �W�̀� ëß�7á¤
���H Ø�æì�ry� ����Ér �ª�_Æ z�́�º r; s > 0�� �>rF���Ç��. éß�, #�l�"f (0; 0) =2 Vs���. Õªo���O = �(V )�� 
���. Õª�Q��� [(a; b)℄ 2 O � Us���. s�℄j y��y��_Æ &ñ
�º n 2 Z\��/K� E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë Vn = ( 12n (a� r); 12n (a+ r)) � (2n(b� s); 2n(b+ s))�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� ��1(O) = [n2ZVns� E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� �©�0A�©�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� O��HB_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� [(a; b)℄��H U_Æ ?/ÂÒ&h�s���. ����"f U = �(W )��H B_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. Õª�QÙ¼�� ���H \P�Ǒ2;���©�s���.(2) ��"î

�>� ��� �©����©�s�Ù¼�� �����s��� ���5Åqs���.e��_Æ_Æ &h� [(a; b)℄ 2 B�̀� ��&ñ

���.(i) a > 0��� �â
Äº: ���$� E_Æ \P�Ǒ2;ÂÒì�r|9�½+ËV0 = (34a; 54a)� R = f(x; y) j 34a < x < 54a; y 2 Rg
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���.Õªo���y��y��_Æ&ñ
�º n 2 Z\��/K� Vn = ( 12n 34a; 12n 54a)�Rs��� 
���� Vn�Ér E_Æ\P�Ǒ2;|9�½+Ës���. �8½̈�� n 6= ms���� Vn \ Vm = ?s���. s�℄j U = �(V0)s��� 
���� [(a; b)℄ 2 Us���. Õªo��� ��1(U) = [n2NVns� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� U��H B_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.s�℄j y��y��_Æ &ñ
�º n 2 Z\� �/K� »¡¤�è���©� �jVn : Vn ! Us� 0A�©�1lx+þA���©�e���̀� ��s���.¼#�_Æ�©� �n = �jVns��� 
���. ÅÒ#Q��� &ñ
�º n\� �/
�#� fn : V0 ! Vn, fn(x; y) = ( 12nx; 2ny)�Ér0A�©�1lx+þA���©�s���. ½̈�̂&h�Ü¼�� f�1n (x; y) = (2nx; 12n y)s���. Õªo��� �n Æ fn = �0s�Ù¼�� Äºo���H �0 : V0 ! Us� 0A�©�1lx+þA���©�e���̀� ��s���� Ø�æì�r
���. �=��
���� �0s� 0A�©�1lx+þA���©�s����f�1n �̧ 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� �n = �0 Æ f�1n �̧ 0A�©�1lx+þA���©�s� �)a��. s�℄j �0s� 0A�©�1lx+þA���©�e���̀� ��s���. ���$� �0(V0) = Us�Ù¼�� �0�Ér �����s���. ¢̧��Ç V0_Æ #Q*���Ç "f�� ��ǑÉr ¿º &h��̧ 1lxu��'a>��� ��m�Ù¼�� �0�Ér éß���s���. Õªo��� (1)\� _ÆK� ��� \P�Ǒ2;���©�s��� V0�� E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� »¡¤�è���©� �0�̧ \P�Ǒ2;���©�s���. ÕªA�"f �0�Ér ���éß���s��� ���5Åq��� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� 0A�©�1lx+þA���©�s���($í
|9� 5.2.12).����"f U�� Äºo��� "é¶
���H p\� _ÆK� ��ØÔ>� W=�s���H [(a; b)℄_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���.(ii) a < 0��� �â
Äº: V0 = ( 54a; 34a)�R, U = �(V0), Vn = ( 12n 54a; 12n 34a)�R (n 2 Z)��×þ�
���� (i)õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� U�� p\� _ÆK� ��ØÔ>� W=�s���H [(a; b)℄_Æ \P�Ǒ2;��H~½Óe���̀� ��{9� �º e����.(iii) b > 0��� �â
Äº: V0 = R � ( 34b; 54b), U = �(V0), Vn = R � (2n 34b; 2n 54b) (n 2 Z)��×þ�
���� �)a��.(iv) b < 0��� �â
Äº: V0 = R � ( 54 b; 34b), U = �(V0), Vn = R � (2n 54b; 2n 34b) (n 2 Z)��×þ�
���� �)a��.(3) B�©�_Æ ¿º &h� [(1; 0)℄, [(1; 0)℄�̀� ì�ro�
���H "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ës� �>rF�
�t� ·ú§��H��.���� ½̈�̂&h�Ü¼�� Uü< V\�� y��y�� [(1; 0)℄ü< [(1; 0)℄_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� 
���. Õª�Q��� ��1(U)ü<��1(V )��Hy��y�� (1; 0)õ� (0; 1)_Æ\P�Ǒ2;��H~½Ós���.Õª�QÙ¼�� (1; 0) 2 (a1; a2)�(b1; b2) � ��1(U),(0; 1) 2 (
1; 
2) � (d1; d2) � ��1(V )\�� ëß�7á¤
���H z�́�º 0 < a1 < 1 < a2, b1 < 0 < b2,
1 < 0 < 
2, 0 < d1 < 1 < d2�� �>rF���Ç��. s�℄j12n a1 < 
2; 2nb2 > d1�̀� ëß�7á¤
���H Ø�æì�ry� 	�H ������º n�̀� ×þ�
���. Õªo��� W = ( 12n a1; 12na2)� (2nb1; 2nb2)s��� 
���. Õª�Q��� W \ [(
1; 
2) � (d1; d2)℄ 6= ?s�Ù¼�� W \ ��1(V ) 6= ?s���. ÕªA�"f &h� (p; q) 2W \ ��1(V )�� �>rF���Ç��. Õªo��� (p; q) � (2np; 12n q)s��� (2np; 12n q) 2 ��1(U)s���. ����"f�((p; q)) = [(p; q)℄ 2 U \ Vs�Ù¼�� U \ V 6= ?s���. Õª�QÙ¼�� B��H 
�ÄºÛ¼�̧ØÔáÔ�� ��m���.Nùý=� 17.4.11. Z\����ÂÒ���>h_Æ S1[þt_ÆY�L/BNçß�s���
���.7£¤, Z = S1�S1�S1�� � �s���.���$�Y�L/BNçß� Y = Z�N�̀� Òqty��
���.éß�,#�l�"f N�Ér s�íß�/BNçß�s���.Õª�Q��� r : Y = Z�N ! Z,r(z; n) = z��H W=�>h���©�s���(��l� 17.4.3, ë�H℄j 17.4.1).
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�#� Y�L/BNçß�Xn = Rn � S1 � S1 � S1 � � � �= R � � � � � R � S1 � S1 � S1 � � � ��̀� Òqty��
���. Õª�Q��� W=�>h���©�qn : Xn ! Z; qn(t1; : : : ; tn; x1; x2; x3; : : :) = (ei2�t1 ; : : : ; ei2�tn ; x1; x2; x3; : : :)s� �>rF���Ç��. Õªo��� Xn[þt_Æ b��#Q��� ½+Ë|9�½+Ë qn2NXn = [n2NXn � fng�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� q = qqn : qn2N Xn ! Y , q(x; n) = (qn(x); n)�Ér W=�>h���©�s���. Õª�Q�� ½+Ë$í
�<Ê�ºr Æ q : qn2N Xn ! Z��H W=�>h���©�s� ��m���.Nùý=� 17.4.13. ���$� b0 2 B�̀� f\� _Æ��Ç ��&ñ
&h�s��� 
���. Õª�Q��� f : (B; b0) ! (B; b0)s���.Õªo��� e��_Æ_Æ ��Ç &h� e0 2 p�1(b0)\�� ×þ�
���. s�℄j Äºo���H ���5Åq���©�f Æ p : (E; e0)! (B; b0)! (B; b0)�̀� Òqty��
���. ��&ñ
\� _ÆK� E�� éß�í�H������s��� ²DG�èU�́������s�Ù¼�� ��2£§&ñ
o� 17.4.27\� _ÆK�f Æ p_Æ Ä»{9���Ç �̀�aË> ~f : (E; e0)! (E; e0)s� �>rF�
�#� p Æ ~f = f Æ p�̀� ëß�7á¤��Ç��. :£¤Z>�y� e0�Ér~f_Æ ��&ñ
&h�s���.17.5 S1ÂÔ ��tø�oáU 5�ṕP»Î  � C¹�C¶�Nùý=� 17.5.1. ���5Åq���©� f : A ! A�� ÅÒ#Q&������ 
���. A�� D2_Æ �º»¡¤s�Ù¼�� A � D2s����º»¡¤���©� r : D2 ! As� �>rF�
�#� r Æ i = idA\�� ëß�7á¤��Ç��. éß�, #�l�"f i : A ,! D2��H �í�<Ê���©�s���. Õªo��� ½+Ë$í
���©� i Æ f Æ r : D2 ! A! A ,! D2s� ���5Åqs�Ù¼�� Brouwer ��&ñ
&h� &ñ
o�(��2£§&ñ
o� 17.5.5)\� _ÆK� i Æ f Æ r(p) = p��� ��&ñ
&h�p 2 D2�� �>rF���Ç��. Õª���X< i Æ f Æ r(p) 2 As�Ù¼�� p 2 As��� i Æ f Æ r(p) = i(f(r(p))) =i(f(p)) = f(p)s���. ����"f f(p) = ps���. Õª�QÙ¼�� f��H ��&ñ
&h� p\�� °ú���H��.Nùý=� 17.5.3. (1) ()
ÀÓZO�) �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K� g(�x) = �g(x)\�� ëß�7á¤
���H ���5Åq���©�g : Sn ! S1�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Äºo���H V,�l����©�i : S2 ! Sn; i(x1; x2; x3) = (x1; x2; x3; 0; 0; : : : ; 0)\��Òqty��
���.Õª�Q��� ½+Ë$í
���©� h = g Æ i : S2 ! S1�Ér���5Åqs���, �̧��H y 2 S2\��/K� h(�y) =�h(y)\�� ëß�7á¤��Ç��. s���H &ñ
o� 17.5.10\� �̧í�Hs���.
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ÀÓZO�) �̧��H&h� x 2 Dn\��/K� g(�x) = �g(x)\��ëß�7á¤
���H���5Åq���©� g : Dn ! S1���>rF���Ç���� ��&ñ

���. Äºo���H V,�l����©�i : D2 ! Dn; i(x1; x2) = (x1; x2; 0; 0; : : : ; 0)\�� Òqty��
���. Õª�Q��� ½+Ë$í
���©� h = g Æ i : D2 ! S1�Ér ���5Åqs���, �̧��H y 2 D2\� �/K�h(�y) = �h(y)\�� ëß�7á¤��Ç��. s���H &ñ
o� 17.5.10\� �̧í�Hs���.Nùý=� 17.5.5. Äºo���H b0 = 1 2 S1s��� 
���. ���$� W=�>h���©� p : R ! S1, p(t) = ei2�t\� �/K�p�1(b0) = Ze���̀��©�l�
���. Õªo���� : �1(S1; b0)! (Z;+); �([�℄) = ~�(1)s� ç�H 1lx+þA�����©�e���̀� �©�l�
���. éß�, #�l�"f ~���H r�&h�s� 0��� �_Æ Ä»{9���Ç �̀�aË>e���̀� �©�l�
���. ¢̧��Ç �1(s) = ei2�ss���
���� ~�1(s) = ss�Ù¼�� �([�1℄) = ~�1(1) = 1s���. ����"f�1(S1; b0) =< [�1℄ >(7£¤, [�1℄�Érç�H �1(S1; b0)_ÆÒqt$í
��)s���, �̧��H&ñ
�º n\��/K� �([�1℄n) =ns���.(i) ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� g : S1 ! S1; g(z) = zn\� �/K� g(b0) = b0s���. Õªo���g℄ : �1(S1; b0)! (S1; b0); g℄([�℄) = [g Æ �℄s���. Äºo���H �1(S1; b0)_Æ Òqt$í
�� [�1℄\� �/��Ç �©� g℄([�1℄)ëß� ·ú�����)a��. Õª���X< g Æ �1(s) =ei2�nss�Ù¼�� s�_Æ r�&h�s� 0��� Ä»{9���Ç �̀�aË>�Ér ĝ Æ �1(s) = nss���. Õªo��� ĝ Æ �1(1) = ns�Ù¼�� g℄([�1℄) = ��1(n) = [�1℄ns���. ����"f g℄ : (Z;+)! (Z;+)������� g℄(k) = nks���.(ii) ÅÒ#Q��� ���5Åq���©� h : S1 ! S1; h(z) = 1=zn\� �/K� h(b0) = b0s���. #�l�"f Äºo���Hh(z) = 1=zn = z�ne���̀� Ä»_Æ
���. s�℄j �1(S1; b0)_Æ Òqt$í
�� [�1℄\� �/��Ç �©� h℄([�1℄)�̀� ·ú��� ����. Õª���X< h Æ �1(s) = ei2�(�n)ss�Ù¼�� s�_Æ r�&h�s� 0��� Ä»{9���Ç �̀�aË>�Ér ĥ Æ �1(s) =(�n)ss���. Õªo��� ĥ Æ �1(1) = �ns�Ù¼�� h℄([�1℄) = ��1(�n) = [�1℄�ns���. ����"fh℄ : (Z;+)! (Z;+)������� h℄(k) = (�n)ks���.Nùý=� 17.5.7. (1) f�� ���o���s�&h�s�Ù¼�� f_Æ SX��©� g : D2 ! S1�� �>rF���Ç��(&ñ
o� 17.1.15).Õª�Q��� �í�<Ê���©� i : S1 ,! D2\� �/
�#� ½+Ë$í
���©� i Æ g : D2 ! D2��H ���5Åqs�Ù¼�� Brouwer��&ñ
&h� &ñ
o�(��2£§&ñ
o� 17.5.5)\� _ÆK� i Æ g(p) = p��� ��&ñ
&h� p 2 D2�� �>rF���Ç��. Õª���X<i Æ g(p) = g(p)s��� g(p) 2 S1s�Ù¼�� p = g(p) 2 S1s���. Õªo��� p 2 S1s��� g�� f_Æ SX��©�s�Ù¼�� g(p) = f(p)s���. ����"f f(p) = p�� ÷&#Q f��H ��&ñ
&h� p\�� °ú���H��.(2) ���5Åq���©� h : S1 ! S1, h(x) = �x\�� Òqty��
���. Õª�Q��� f�� ���o���s�&h�s�Ù¼�� ½+Ë$í
���©� h Æ f : S1 ! S1�̧ ���o���s�&h�s���. ����"f (1)\� _ÆK� h Æ f(q) = q��� ��&ñ
&h� q 2 S1s��>rF���Ç��. Õªo��� q = h Æ f(q) = h(f(q)) = �f(q)
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������̧ /BN|9�½+Ë��� �â
Äº��H ÅÒ#Q��� ë�H℄j�� �8¹¡¤ /'#Qt�Ù¼��Äºo���H U1õ� U2�� �̧¿º /BN|9�½+Ës� ����� �â
Äºëß� ��s���.e��_Æ_Æ &h� x 2 S1\� �/
�#� "é¶&h� 0ü< x\�� t�����H î̈
��� R2�©�_Æ f������̀� Lx�� 
���. 7£¤,Lx = !0x = ftx j t 2 Rgs���.���$� (
���_Æ) Ui\�� ��&ñ

���. Õªo��� y��y��_Æ z�́�º t\� �/K� &h� tx\�"f f����� Lxü< �ºf����� f������̀� L?x (t)�� 
���. 7£¤,L?x (t) = fz 2 R2 j (z� tx) � x = 0g = fz 2 R2 j z � x = tgs���. ��Ç¼#� Ui�� Ä»>���� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� Ui_Æ V,�s���H z�́�º�� ú̧� &ñ
_Æ�)a��.1 Äºo���H Ui_ÆV,�s�\�� ui 2 R�� 
���. Õª�Q��� Ui�� /BN|9�½+Ës� ����� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼�� ui > 0s���. Õªo���Ui�� Ä»>�s�Ù¼�� Ui � B(0; ri)�̀� ëß�7á¤
���H �ª�_Æ z�́�º ri�� �>rF���Ç��. ¢̧��Ç y��y��_Æ f�����L?x (t)��H î̈
��� R2\�� ¿º ÂÒì�rÜ¼�� ��è�H��. Äºo���H s� ¿º ÂÒì�r ×�æ x\�� �í�<Ê
���H ÂÒì�r(ìøÍî̈
���)�̀� Hx(t)�� 
���. Õªo��� h(t)\�� Ui \ Hx(t)_Æ V,�s��� 
���. :£¤Z>�y� Lx�� "é¶&h� 0�̀� t�����Hf�����s�Ù¼�� �̧��H t � ri\� �/K� h(t) = 0s���, �̧��H t � �ri\� �/K� h(t) = uis���. �8½̈��h : [�ri; ri℄ ! Rs� ���5Åqs��� h(ri) = 0 < 12ui < ui = h(�ri)s�Ù¼�� ×�æçß�°ú̄ &ñ
o�\� _ÆK�h(tx) = 12ui\�� ëß�7á¤
���H z�́�º tx 2 [�ri; ri℄�� �>rF���Ç��. Õªo��� Ui�� /BN|9�½+Ës� ����� ������|9�½+Ës�Ù¼�� s��Q��Ç tx��H Ä»{9�
���. ����"f f����� L?x (tx)��H |9�½+Ë Ui_Æ V,�s�\�� 21pxì�r��Ç��. s�℄jÄºo���H y��y��_Æ &h� x 2 S1\�� z�́�º tx�� ��?/��H �<Ê�º fi(x)\�� Òqty��
���. 7£¤,fi : S1 ! R; fi(x) = txs���. Õª�Q��� fi��H ���5Åqs���. Õªo��� �̧��H x 2 S1\� �/K� fi(�x) = �fi(x)s���. Äºo���H �̧��H x 2 S1\� �/K� f����� L?x (fi(x))s� Ui\�� 21pxì�r�<Ê�̀� Ä»_Æ
���.s�℄j �<Ê�º h : S1 ! R, h(x) = f1(x) � f2(x)\�� Òqty��
���. Õª�Q��� h��H ���5Åqs���. �8½̈���̧��H x 2 S1\� �/K� h(�x) = �h(x)s���. Õªo��� ë�H℄j 8.3.4\� _ÆK� h(p) = h(�p)\�� ëß�7á¤
���H &h� p 2 S1�� �>rF���Ç��. s��Q��Ç &h� p\� �/K� h(p) = h(�p) = �h(p)s�Ù¼�� h(p) = 0s��)a��. ����"f f1(p) = f2(p)s�Ù¼�� L?p (f1(p)) = L?p (f2(p))s���. ���²DG L?p (f1(p))s� Äºo���"é¶
���H f�����s���.Nùý=� 17.5.11. Äºo���H T\�� '��§>= A\� �/��Ç ���+þA���8̈�(linear transformation)s��� 
���.7£¤,T : R3 ! R3 ; T (x) = Axs���. Õªo��� E = f(x1; x2; x3) j x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0g1Barra, G. de: Measure Theory and Integration, Ellis Horwood Limited, 1981 ����̧.
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���. s�℄j B\�� ½̈��� S2ü< E_Æ �§|9�½+Ës��� 
���. 7£¤, B = S2 \Es���. Õª�Q��� B��H éß�0A "é¶óøÍ D2ü< 0A�©�1lx+þAs���.(1) ëß���� x = (x1; x2; x3) 2 Bs���� xi � 0(8i = 1; 2; 3)s��� xi ×�æ &h�#Q�̧ 
�����H �ª��ºs���. Õªo��� A_Æ �̧��H $í
ì�r aij�� �ª��ºs�Ù¼�� T (x)_Æ �̧��H $í
ì�r�Ér �ª��ºs���. ÕªA�"fkT (x)k > 0s��� T (x) 2 Es�Ù¼�� T (x)=kT (x)k 2 Bs���. Õª�QÙ¼��f : B ! B; f(x) = T (x)=kT (x)k��H ú̧�&ñ
_Æ�)a���5Åq���©�s���.Õªo��� B �= D2s�Ù¼�� Brouwer��&ñ
&h�&ñ
o�(��2£§&ñ
o� 17.5.5)\�_ÆK� f(v) = v��� ��&ñ
&h� v 2 B�� �>rF���Ç��(ë�H℄j 17.5.2 ����̧). s��Q��Ç ��&ñ
&h� v\� �/K�T (v)=kT (v)k = vs�Ù¼�� Av = T (v) = kT (v)kv�� $í
wn���Ç��. ����"f '��§>= A��H �ª�_Æ ��Ä»°ú̄ kT (v)k�̀� °ú���H��.(2) ëß���� x = (x1; x2; x3) 2 Bs���� xi � 0(8i = 1; 2; 3)s��� xi ×�æ &h�#Q�̧ 
�����H �ª��ºs�Ù¼�� x 6= 0s���. Õªo��� A�� &ñ
gË:'��§>=s�Ù¼�� T (x) = Ax 6= 0s� ÷&#Q kT (x)k > 0s���. ¢̧��Ç �̧��H i; j\� �/K� aij � 0s�Ù¼�� T (x) 2 Es���. ÕªA�"f T (x)=kT (x)k 2 Bs���. Õª�QÙ¼��f : B ! B; f(x) = T (x)=kT (x)k��H ú̧�&ñ
_Æ�)a���5Åq���©�s���.Õªo��� B �= D2s�Ù¼�� Brouwer��&ñ
&h�&ñ
o�(��2£§&ñ
o� 17.5.5)\�_ÆK� f(v) = v��� ��&ñ
&h� v 2 B�� �>rF���Ç��(ë�H℄j 17.5.2 ����̧). s��Q��Ç ��&ñ
&h� v\� �/K�T (v)=kT (v)k = vs�Ù¼�� Av = T (v) = kT (v)kv�� $í
wn���Ç��. ����"f '��§>= A��H �ª�_Æ ��Ä»°ú̄ kT (v)k�̀� °ú���H��.Nùý=� 17.5.13. Äºo���H �/ÄºZO��̀� ��6 x
�#� ��6£§s� "f�� 1lxu�e���̀� ��s���� �)a��.(a0) Sn�Ér »¡¤�����0pxs���.(b0) Sn�Ér Dn+1_Æ �º»¡¤s���.(
0) ��&ñ
&h��̀� °ú�t� ·ú§��H ���5Åq���©� f : Dn+1 ! Dn+1�� �>rF���Ç��.(a0),(b0)&ñ
o� 17.1.15\��½Ó1px�<Ê�º idSn : Sn ! Sn�̀�&h�6 x
�����)a��. ½̈�̂&h�Ü¼����6£§õ�°ú s� ��{9� �º e����. ëß���� Sns� »¡¤�����0pxs���� idSns� ���o���s�&h�s�Ù¼�� &ñ
o� 17.1.15\�_ÆK�idSn_Æ SX��©� r : Dn+1 ! Sns� �>rF���Ç��. Õªo��� s��Q��Ç rs� �º»¡¤���©�s�Ù¼�� Sn�Ér Dn+1_Æ�º»¡¤s���. %i�Ü¼�� Sns� Dn+1_Æ �º»¡¤s���� �º»¡¤���©� r : Dn+1 ! Sns� �>rF�
�#� idSn_Æ SX��©�s�Ù¼�� &ñ
o� 17.1.15\� _ÆK� idSn�Ér ���o���s�&h�s���. ����"f Sn�Ér »¡¤�����0pxs���.(b0))(
0) Sns� Dn+1_Æ �º»¡¤s�Ù¼�� �º»¡¤���©� r : Dn+1 ! Sns� �>rF���Ç��. s�℄j ���5Åq���©� k : Sn ! Sn, k(x) = �xü< �í�<Ê���©� i : Sn ,! Dn+1, i(x) = x\�� Òqty��
���. Õª�Q��� ½+Ë$í




172 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[e���©� f = i Æ k Æ r : Dn+1 ! Sn ! Sn ,! Dn+1; f(y) = �r(y)��H ���5Åqs�t�ëß� ��&ñ
&h��̀� °ú�t� ·ú§��H��.(
0))(b0) ��&ñ
&h��̀� °ú�t� ·ú§��H ���5Åq���©� f : Dn+1 ! Dn+1�� �>rF���Ç���� 
���. Õª�Q����̧��H &h� x 2 Dn+1\� �/
�#� f(x) 6= xs���. s�℄j y��y��_Æ &h� x 2 Dn+1\� �/K� f(x)\�� r�&h�Ü¼��
��� x\��t�����HìøÍf����� ���!f(x)xs� Snõ�ëß�����H&h��̀� r(x)�� &ñ
_Æ
���� r : Dn+1 ! Sn�Ér���5Åqs���. :£¤Z>�y� �̧��H x 2 Sn\� �/
�#� r(x) = xs�Ù¼�� r��H �º»¡¤���©�s���. ����"f Sn�ÉrDn+1_Æ �º»¡¤s���.Nùý=� 17.5.15. (a))(b) ���5Åq���©� f : Sn ! Rn�� �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K� f(�x) = �f(x)\��ëß�7á¤��Ç���� 
���. ���$� f�� ���5Åqs�Ù¼�� (a)\� _ÆK� f(p) = f(�p)\�� ëß�7á¤
���H &h� p 2 Sn���>rF���Ç��. ����"f f(p) = f(�p) = �f(p)s�Ù¼�� 2f(p) = 0s� ÷&#Q f(p) = 0s���.(b))(
) ()
ÀÓZO�) �̧��H&h� x 2 Sn\��/K� f(�x) = �f(x)\��ëß�7á¤
���H���5Åq���©� f : Sn !Sn�1���>rF���Ç������&ñ

���.Õª�Q����í�<Ê���©� i : Sn�1 ,! Rn , i(x) = x\��/K� iÆf : Sn !Rn�Ér���5Åqs���.Õªo��� �̧��H x 2 Sn\��/K� iÆf(�x) = f(�x) = �f(x) = �iÆf(x)s���.����"f (b)\�_ÆK� iÆf(p) = 0�̀�ëß�7á¤
���H&h� p 2 Sn���>rF���Ç��.ÕªA�"f f(p) = iÆf(p) = 0s���. s���H f(p) 2 Sn�1\� �̧í�Hs���.(
))(d) ()
ÀÓZO�) �̧��H &h� x 2 Sn�1 = �Dn\� �/K� f(�x) = �f(x)\�� ëß�7á¤
���H ���5Åq���©� f : Dn ! Sn�1�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Äºo���H ���5Åq���©�� : Sn ! Dn; �(x1; : : : ; xn; xn+1) = (x1; : : : ; xn)\�� Òqty��
���. Õªo��� Sn_Æ ¿º ìøÍ½̈���Sn+ = f(x1; : : : ; xn; xn+1) 2 Sn j xn+1 � 0g;Sn� = f(x1; : : : ; xn; xn+1) 2 Sn j xn+1 � 0g�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� ¿º »¡¤�è���©� �jSn+ : Sn+ ! Dnü< �jSn� : Sn� ! Dn�Ér �̧¿º 0A�©�1lx+þA���©�s���. s�℄j ���©� g : Sn ! Sn�1; g(x) =8<:f(�(x)); x 2 Sn+�f(�(x)); x 2 Sn�\�� Òqty��
���. ·¡­e�����̧&ñ
o�\� _ÆK� g��H ���5Åqs���. Õªo��� �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K� g(�x) =�g(x)s���. s���H (
)\� �̧í�Hs���.(d))(a) ()
ÀÓZO�) f(p) = f(�p)\�� ëß�7á¤
���H &h� p 2 Sn�� �>rF�
�t� ·ú§��H ���5Åq���©�f : Sn ! Rn�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. Õª�Q��� �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K� f(x) 6= f(�x)s���. ����"f g : Sn ! Sn�1; g(x) = f(x)� f(�x)kf(x)� f(�x)k
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_Æ�)a ���5Åq���©�s��� �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K� g(�x) = �g(x)s���. s�℄j V,�l����©�j : Dn ! Sn; j(y) = (y;p1� kyk)\�� Òqty��
���. Õª�Q��� �̧��H y 2 Sn�1 = �Dn\� �/K� kyk = k � yk = 1s�Ù¼�� j(�y) =(�y; 0) = �(y; 0) = �j(y)s� �)a��. ����"f ½+Ë$í
���©�h = g Æ j : Dn ! Sn�1��H ���5Åqs��� �̧��H &h� y 2 Sn�1 = �Dn\� �/K�h(�y) = g(j(�y)) = g(�j(y)) = �g(j(y)) = �h(y)\�� ëß�7á¤��Ç��. s���H (d)\� �̧í�Hs���.t��FKÆ�t� Äºo���H (a),(b),(
),(d)e���̀� ��%i���.(a))(e) ()
ÀÓZO�) �̧��H x 2 Sn\� �/K� f(x) 6= f(�x)\�� ëß�7á¤
���H ������� ����� ���5Åq���©�f : Sn ! Sn�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. ���$� ��Ç &h� p 2 Sn � f(Sn)\�� ×þ�
���. Õª�Q��� 0A�©�1lx+þA���©� h : Sn � fpg ! Rn�� �>rF���Ç��. s�℄j ½+Ë$í
���©� h Æ f : Sn ! Sn �fpg ! Rn�̀� Òqty��
���. ��"î

�>� h Æ f��H ���5Åqs���. Õªo��� �̧��H x 2 Sn\� �/K� f(x) 6= f(�x)s��� h�� éß���s�Ù¼�� h(f(x)) 6= h(f(�x)))s���. s���H (a)\� �̧í�Hs���.(e))(
) ()
ÀÓZO�) �̧��H&h� x 2 Sn\��/K� f(�x) = �f(x)\��ëß�7á¤
���H���5Åq���©� f : Sn !Sn�1�� �>rF���Ç���� ��&ñ

���. ���$� V,�l����©� i : Sn�1 ,! Sn, i(y) = (y; 0)�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� �̧��H y 2 Sn�1\� �/K� i(�y) = �i(y)s���. ����"f ½+Ë$í
���©� g = i Æ f : Sn ! Sn�Ér���5Åqs��� �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K� g(�x) = �g(x)s� �)a��. ����"f �̧��H &h� x 2 Sn\� �/K�g(x) 6= g(�x)s���. (�=��
���� ëß���� g(p) = g(�p)��� &h� p 2 Sn�� �>rF�
���� g(p) = g(�p) =�g(p)s�Ù¼�� 2g(p) = 0s� ÷&#Q g(p) = 0s���. Õª���X< g(p) 2 Sns�Ù¼�� �̧í�Hs���.) Õªo���g(Sn) = f(Sn) � Sn�1s�Ù¼�� g��H ������� ��m���. s���H (e)\� �̧í�Hs���.
17.6 Seifert-van Kampen àíÄ��Nùý=� 17.6.1. a1a2 � � � an 2 G1 �G2s� ÅÒ#Q&������ 
���.���$� (E1) ���\O�\� _ÆK� 1lxu�±ú ú́�s� ÷&��H �â
Äº\�� ¶ú�(R����. Äºo���H ai; ai+1 2 Gj (j =1; 2)s��� bi = aiai+1 2 Gjs��� 
���. Õª�Q���a1 � � � ai�1aiai+1ai+2 � � � an; a1 � � � ai�1biai+2 � � � an



174 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[e��H "f�� 1lxu�±ú ú́�s���. Õªo��� aka�1k = 1s��� aiai+1b�1 = 1s�Ù¼��(a1 � � � ai�1aiai+1ai+2 � � � an)(a1 � � � ai�1biai+2 � � � an)�1= a1 � � �ai�1aiai+1ai+2 � � �ana�1n � � � a�1i+2b�1i a�1i�1 � � �a�11= 1 2 Ns�Ù¼�� a1 � � � ai�1aiai+1ai+2 � � � anN = a1 � � � ai�1biai+2 � � � anNs� $í
wn���Ç��.s�℄j (E2) ���\O�\� _ÆK� 1lxu�±ú ú́�s� ÷&��H �â
Äº\�� ¶ú�(R����. Äºo���H ai = �1(h) 2 G1���h 2 H�� �>rF�
��� bi = �2(h) 2 G2s��� 
���. Õª�Q���a1 � � � ai�1aiai+1 � � � an; a1 � � � ai�1biai+1 � � � an��H "f�� 1lxu�±ú ú́�s���. Õªo��� N_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� aib�1i = �1(h)�2(h)�1 2 Ns���. �8½̈��Ns� G1 �G2_Æ &ñ
½©ÂÒì�rç�Hs�Ù¼�� �̧��H 
 2 G1 �G2\� �/K� 
N
�1 = Ne���̀� �©�l�
���. ����"f (a1 � � � ai�1aiai+1 � � �an)(a1 � � � ai�1biai+1 � � �an)�1= a1 � � �ai�1aiai+1 � � � ana�1n � � �a�1i+1b�1i a�1i�1 � � � a�11= a1 � � �ai�1aib�1i a�1i�1 � � �a�11 2 a1 � � �ai�1Na�1i�1 � � � a�11 = Ns�Ù¼�� a1 � � � ai�1aiai+1 � � �anN = a1 � � �ai�1biai+1 � � �anNs� $í
wn���Ç��.
17.7 ��tø�oáUÂÔ 5�ṕPNùý=� 17.7.1. ()
ÀÓZO�) R2ü< Rns� 0A�©�1lx+þAs����� ��&ñ

���. Õªo��� h : R2 ! Rn\�� 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. Õª�Q��� »¡¤�è���©�h0 : R2 � f0g ! Rn � fh(0)g; h0(x) = h(x)�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� R2 � f0g �= Rn � fh(0)gs���. ����"f �1(R2 � f0g) �= �1(Rn �fh(0)g)s���.��Ç¼#���2£§&ñ
o� 17.3.4\�_ÆK�y��y��_Æ������ºm � 2\��/
�#� �1(Sm�1) �= �1(Rm�f0g)s���. Õªo��� e��_Æ_Æ &h� p 2 Rm\� �/
�#�f : Rm � f0g ! Rm � fpg; h(x) = x+ p��0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� Rm�f0g �= Rm�fpgs���.����"f �1(Rm�f0g) �= �1(Rm�fpg)s���. Õªo��� �1(S1) �= (Z;+)s��� �1(Sm) = 0(m � 2)s���. :£¤Z>�y� n � 3s�Ù¼�� �1(Sn�1) =



17.7 U� {ç�°́4É 5�N[e 1750s���. Õª�QÙ¼��(Z;+)�= �1(S1) �= �1(R2 � f0g) �= �1(Rn � fh(0)g) �= �1(Rn � f0g) �= �1(Sn�1) = 0s� �)a��. s���H �̧í�Hs���.Nùý=� 17.7.3. ���$� X��U�́������e���Ér��"î

���.Õªo�����l� 17.7.3, 17.7.4, 17.7.5ü<°ú �Ér~½ÓZO�Ü¼�� �1(X) =< a j aaa�1 = 1 >s� �)a��. Õª���X< 1 = aaa�1 = as�Ù¼�� �1(X) =< 1 >= 0s�Ù¼�� X��H éß�í�H������s���.Nùý=� 17.7.5. �1(T℄RP 2 ) =< a; b; 
 j aba�1b�1
2 = 1 >.Nùý=� 17.7.7. (1) ���5Åq���©� f : X ! S1\� _ÆK� Ä»�̧÷&��H ï�r1lx+þA���©� f℄�1(X) ! �1(S1)�̀�Òqty��
���. ��&ñ
\� _ÆK� �1(X)�� Ä»��Çç�Hs��� �1(S1) = Zs�Ù¼�� f℄(�1(X)) = f0gs� ÷&#Q�� ��Ç��. Õªo��� (��l� 17.4.4\�"fü< °ú �Ér) Äºo��� ú̧� ·ú���e����H W=�>h���©� p : R ! S1�̀� Òqty��
���. �1(R) = 0s�Ù¼�� p℄(�1(R)) = f0gs�Ù¼�� f℄(�1(X)) = p℄(�1(R))s���. Õª�QÙ¼��$í
|9� 17.4.26\� _ÆK� f_Æ �̀�aË> ~f : X ! Rs� �>rF�
�#� f = p Æ ~f\�� ëß�7á¤��Ç��. ��Ç¼#� Rs�»¡¤�����0pxs�Ù¼�� ~f��H �©��º���©� 
 : X ! Rü< ���s�&h�s���. Äºo���H ~f\�"f 
Æ�t�_Æ ���s�\��H : X � I ! Rs��� 
���. Õª�Q��� ���s� p Æ H : X � I ! S1\� _ÆK� f = p Æ ~f��H �©��º���©�p Æ 
ü< ���s�&h�s���. ����"f f��H ���o���s�&h�s���.(2) ��%ò
���©� f : T = S1 � S1 ! S1, f(x;y) = x��H ���5Åqs���. Õªo��� f℄ : Z� Z =�1(S1�S1)! �1(S1) = Z, f℄(m;n) = ms�Ù¼�� f℄��H �����s���. :£¤Z>�y� f℄s� ��"î

�t� ·ú§Ü¼Ù¼�� f��H ���o���s�&h�s� ��m���(��2£§&ñ
o� 17.2.17).Nùý=� 17.7.9. X�� U�́������e���Ér ��"î

�Ù¼�� Äºo���H �1(X) = 0e���̀� ��s���� �)a��. s�\�� 0AK�X = S2 _ S2_Æ ¿º ½̈����̀� y��y�� S21 , S22�� 
���. Õªo��� S21 \ S22 = fx0gs��� 
���. s�℄j e��_Æ_Æ &h� x1 2 S21 � fx0gü< x2 2 S22 � fx0g�̀� ×þ�
���. Õªo��� U = X � fx2g, V = X � fx1gs��� 
���. Õª�Q��� Uü< V��H X_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þts���. Õª�QX< U ' S22 = S2, V ' S21 = S2s�Ù¼���1(U; x0) = 0, �1(V; x0) = 0s���. ����"f Seifert-van Kampen &ñ
o�\� _ÆK� �1(X; x0) = 0s���(��2£§&ñ
o� 17.6.9).Nùý=� 17.7.11. ������º n � 3\� �/K� n-y��+þA_Æ y������̀� ë�H��\P� aaa � � �aa| {z }n>h �� ·¡­#�"f ëß���H �©�/BNçß��̀� n-Úr� Ù��7��§U±Ó(dun
e hat)s��� 
��� DnÜ¼�� ����?/��(��l� 17.1.14(4), ë�H℄j 17.7.4����̧). Õª�Q��� ��l� 17.7.3, 17.7.4, 17.7.5ü< °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� �1(Dn) =< a j an = 1 >�= Zns��)a��. :£¤Z>�y� D1�̀� ��Ç &h� |9�½+Ë, D2 = RP 2s��� 
���� �1(D1) = f0g = Z1s��� �1(D2) =�1(RP 2 ) �= Z2s���.(1) ����"f �1(Dm �Dn) �= �1(Dm)� �1(Dn) �= Zm�Zns���.(2) ¢̧��Ç �1(Dm _Dn) �= �1(Dm) � �1(Dn) �= Zm �Zns���.



176 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[eNùý=� 17.7.13. (1) ¼#�_Æ�©� S1�̀� 4�¤�èî̈
��� C�©�_Æ éß�0A"é¶, b0 = 1, x0 = (b0; b0) = (1; 1) 2 Ts��� 
���. Õªo��� W=�>h���©� p : R � R ! S1 � S1, p(u; v) = (ei2�u; ei2�v)\�� Òqty��
���. Õª�Q���p(0) = x0s���. Õªo��� ¿º U�́~�; ~� : I ! R � R; ~�(s) = (s; 0); ~�(0; s)�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� �1(T; x0)��H ¿º {���2³U�́ � = p Æ ~�ü< � = p Æ ~��� Òqt$í

���H ��8̈���� ��Ä»ç�Hs���. 7£¤, �1(T;x0) =< [�℄; [�℄ j [�℄[�℄ = [�℄[�℄ >= f[�℄m[�℄n j m;n 2 Zgs���. Õª�QÙ¼�� ç�H 1lx+þA���©�' : �1(T;x0)! Z�Z= (Z�Z;+); '([�℄m[�℄n) = (m;n)s� �>rF���Ç��. Õªo��� '�1\� _ÆK� (m;n) 2 Z�Z�Ér T�©�_Æ {���2³U�́ [p Æ ~
℄\� �/6£x�)a��. éß�, #�l�"f ~
��H (0; 0)\�"f (m;n)Æ�t�_Æ R2�©�_Æ e��_Æ_Æ U�́s���. gË>���� [p Æ ~
℄ = [�℄m[�℄ns���. :£¤Z>�y� e1 = (1; 0), e2 = (0; 1)s��� 
���� e1õ� e2��H Z� Z_ÆÒqt$í
��s���. Õªo��� '([�℄) = e1,'([�℄) = e2, '([�℄m[�℄n) = me1 + ne2s���. ����"f ç�H 1lx+þA���©� h : �1(T; x0)! �1(T; x0)�Ér&ñ
�º�� s�ÀÒ#Q��� 2� 2 &ñ
gË:'��§>= A : Z�Z! Z�Z\� �/6£x�)a��. �1(T;x0)' �� h // �1(T;x0)'��Z�Z A //_______ Z�Z½̈�̂&h�Ü¼�� h([�℄) = [�℄a[�℄b; h([�℄) = [�℄
[�℄ds��� 
���� A =  a 
b d !s���. éß�, #�l�"f a; b; 
; d��H �̧¿º &ñ
�ºs���. Õªo��� A_Æ %i�'��§>= B�̧ &ñ
�º�� s�ÀÒ#Q��� '��§>=s���. Õªo��� ~fA; ~fB : (R2 ;0)! (R2 ;0); ~fA(v) = Av; ~fB(v) = Bv
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���. Õª�Q��� y��y��_Æ &h� x 2 T\� �/K� ¿º ���5Åq���©�p Æ ~fA; p Æ ~fB : R2 ! R2 ! T�Ér p�1(x)\�"f �©��º���©�s���. ���� ½̈�̂&h�Ü¼��, ëß���� y 2 p�1(x)s���� y = x+ z��� z 2 Z2s��>rF���Ç��. Õªo��� Az 2 Z2s�Ù¼��p Æ ~fA(y) = p(Ax +Az) = p(Ax) = p Æ ~fA(x)s���. ����"f ~fAü< ~fB��H ��6£§ ¿º ���5Åq���©�fA; fB : T ! T s: t: p Æ ~fA = fA Æ p; p Æ ~fB = fB Æ p�̀� Ä»�̧��Ç��.(R2 ;0)p�� ~fA // (R2 ;0)p�� (R2 ;0)p�� ~fB // (R2 ;0)p��(T;x0) fA //______ (T;x0) (T;x0) fB //______ (T;x0)Õªo��� AB = E, BA = Es�Ù¼�� ~fA Æ ~fB = idR2, ~fB Æ ~fA = idR2s� ÷&#Q fA Æ fB = idT ,fB Æ fA = idTs���. :£¤Z>�y� fA : (T;x0)! (T;x0)��H 0A�©�1lx+þA���©�s���. Õªo���~fA(0) = 0; p Æ ~fA Æ ~� = fA Æ p Æ ~�; p Æ ~fA Æ ~� = fA Æ p Æ ~�;~fA Æ ~�(1) = A~�(1) = Ae1 = (a; b); ~fA Æ ~�(1) = A~�(1) = Ae2 = (
; d)s���. ÕªA�"f ~fA Æ ~���H (0; 0)\�"f (a; b)Æ�t�_Æ R2�©�_Æ U�́s�Ù¼��[p Æ ~fA Æ ~�℄ = [�℄a[�℄b = h([�℄)s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� [p Æ ~fA Æ ~�℄ = h([�℄)s���. ����"f(fA)℄([�℄) = [fA Æ �℄ = [fA Æ p Æ ~�℄ = [p Æ ~fA Æ ~�℄ = h([�℄)(fA)℄([�℄) = [fA Æ �℄ = [fA Æ p Æ ~�℄ = [p Æ ~fA Æ ~�℄ = h([�℄)s���. Õªo��� [�℄, [�℄�� �1(T;x0)_Æ Òqt$í
��s�Ù¼�� ( ~fA)℄ = hs���.(2)Äºo���H¼#�_Æ�©� S1�̀�4�¤�èî̈
��� C�©�_Æ éß�0A"é¶Ü¼������.Õªo��� b0 = 1, x0 = (b0; b0) =(1; 1) 2 Ts��� 
���. Õªo��� ¿º {���2³U�́�; � : I ! S1 � S1; �(s) = (ei2�s; 1); �(s) = (1; ei2�s)
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���. Õª�Q��� �1(T; x0)��H [�℄ü< [�℄�� Òqt$í

���H ��8̈���� ��Ä»ç�Hs�Ù¼�� �1(T;x0) �=Z� Zs���.���$� �1(T;x0)s� ��8̈�s�Ù¼�� T_Æ ¿º W=�>h/BNçß�s� 1lxu�{9� �9�¹̄Ø�æì�r�̧|	��Ér y��y��\� K�{©�
���H ¿º ÂÒì�rç�Hs� °ú �Ér �̄	s���.��Ç¼#� ç�H Z�Z_ÆÂÒì�rç�H�Ér ��6£§ ×�æ 
���s���;(i) ��"î
��Ç ÂÒì�rç�H G0;0 = f(0; 0)g,(ii) y��y��_Æ ������º m\� �/K� Gm;0 = mZ� 0 = f(mk; 0) j k 2 Zg,(iii) y��y��_Æ ������º n\� �/K� G0;n = 0� nZ= f(0; nk) j k 2 Zg,(iv) ¿º ������º m, n\� �/
�#� Gm;n = mZ� nZ= f(mk; nl) j k; l 2 Zg.:£¤Z>�y� G1;1 = Z�Zs���.(i0) W=�>h���©� p0;0 : R � R ! S1 � S1, p0;0(u; v) = (ei2�u; ei2�v)\� �/K� R � Rs� éß�í�H������s�Ù¼�� (p0;0)℄(�1(R � R; 0)) = f(0; 0)g = G0;0s���.(ii0) ������º m\� �/
�#� W=�>h���©� pm;0 : S1 �R ! S1 � S1, p(z; v) = (zm; ei2�v)�̀� Òqty��
���. (pm;0)℄�Ér�1(S1 � R; (b0 ; 0)) �= �1(S1; b0)� �1(R; ; 0) = �1(S1; b0)� f0g_Æ Òqt$í
�� ([�℄; 0)�̀� ([�℄m; 0)Ü¼�� ��?/Ù¼��(pm;0)℄(�1(S1 � R; (b0 ; 0))) �= mZ� f0g = Gm;0s���.(iii0) ������º n\� �/
�#� W=�>h���©� p0;n : R � S1 ! S1 � S1, p(u; z) = (ei2�u; zn)�̀� Òqty��
���. (p0;n)℄�Ér�1(R � S1; (0; b0)) �= �1(R; ; 0) � �1(S1; b0) = f0g � �1(S1; b0)_Æ Òqt$í
�� (0; [�℄)�̀� (0; [�℄n)Ü¼�� ��?/Ù¼��(p0;n)℄(�1(�1(R � S1; (0; b0))) �= f0g � nZ= G0;ns���.(iv0) ¿º ������º m, n\� �/
�#� W=�>h���©� pm;n : S1�S1 ! S1�S1, p(z; w) = (zm; wn)�̀�Òqty��
���. (pm;n)℄�Ér �1(S1 � S1; (b0; b0)) �= �1(S1; b0)� �1(S1; b0)
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�� ([�℄; 0)ü< (0; [�℄)\�� y��y�� ([�℄m; 0)ü< (0; [�℄n)Ü¼�� ��?/Ù¼��(pm;n)℄(�1(S1 � S1; (b0; b0)) �= mZ� nZ= Gm;ns���.����"f &ñ
o� 17.7.13\� _ÆK� W=�>h���©� p : E ! S1�Ér pk;l (k; l 2 f0g [ N) ×�æ 
���ü< 1lxu�s���. Õªo��� S1_Æ (U�́���������) W=�>h/BNçß��Ér R2 , S1 � R(�= R � S1), T ×�æ 
���ü< 0A�©�1lx+þAs���.Nùý=� 17.7.15. &h� x0 2 B\�"f pj\� _ÆK� ��ØÔ>� W=�s���H \P�Ǒ2;��H~½Ós� �>rF�
�t� ·ú§��H��.17.8 àîÄ�¾õÂÔ të���Nùý=� 17.8.1. ���$� �©����©� � : Y ! E�� \P�Ǒ2;���©�e���̀� ��s���. Y�� "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+ËU�f2ng, V �f2n+1g (n 2 Z)[þt_Æ½+Ë|9�½+Ës�Ù¼��Äºo���H»¡¤�è���©� �jU�f2ngõ� �jV�f2n+1gs�\P�Ǒ2;���©�e���̀� ��s���� �)a��. O\�� U � f2ng_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës��� 
���. Õª�Q��� O = W �f2ng�̀� ëß�7á¤
���H U_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ë W�� �>rF���Ç��. Õªo�����1(�(W � f2ng)) =W � f2ng[(W \ B)� f2n+ 1g[(W \ A)� f2n� 1gs���. ��1(�(W �f2ng))s� Y_Æ[j \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þt_Æ½+Ë|9�½+Ës�Ù¼��s���H Y_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Õªo��� �©�/BNçß�_Æ &ñ
_Æ\� _ÆK� �(O) = �(W � f2ng)��H E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. ����"f �jU�f2ng�Ér\P�Ǒ2;���©�s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� �jV�f2n+1g�̧ \P�Ǒ2;���©�e���̀� ��{9� �º e����.s�℄j p : E ! X , p([x; n℄) = x��W=�>h���©�e���̀���s���.Äºo���H Uü< V�� p\�_ÆK���ØÔ>�W=�jËµ�̀���s�����)a��.\V\��[þt#Q U\��¶ú�(R����� p�1(U)��H"f���è���\P�Ǒ2;|9�½+Ë �(U�f2ng) (n 2N)[þt_Æ ½+Ë|9�½+Ës���. Õªo��� ��� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� �(U �f2ng)(n 2 N)��H E_Æ \P�Ǒ2;|9�½+Ës���.Õªo��� »¡¤�è���©� �2n = �j : U � f2ng ! �(U � f2ng)�Ér ���éß���s��� ���5Åq��� \P�Ǒ2;���©�s�Ù¼�� 0A�©�1lx+þA���©�s���. Õª�Q���pj = � Æ ��12n : �(U � f2ng)! U � f2ng ! Us��� ��12nõ� �j�� �̧¿º 0A�©�1lx+þA���©�s�Ù¼�� pj�̧ 0A�©�1lx+þA���©�s���. ����"f U��H p\� _ÆK���ØÔ>�W=�y���H \P�Ǒ2;|9�½+Ës���. °ú �Ér~½ÓZO�Ü¼�� V �̧ p\�_ÆK� ��ØÔ>� W=�y���H\P�Ǒ2;|9�½+Ëe���̀� ��{9� �º e����.



180 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[eNùý=� 17.8.3. Ä»9þto�×¼/BNçß� R2_Æ (��Øþ�àÔ ÂÒì�r/BNçß� K = [0; 1℄ � [0; 1℄\�� Òqty��
���. Õªo���a = (0; 0; 1), b = (0; 0;�1) 2 S2s��� 
���. s�℄j ¿º ���5Åq���©�g : K ! R3 ; g(s; t) = (
os 2�s; sin 2�s; t)r : R3 � f0g ! S2; r(x) = xkxk�̀� Òqty��
���. Õª�Q��� f = r Æ g : K ! S2 � fa;bg��H ���5Åq���©�s���. Õª�Q�� aü< b��H S2 �f(K)_Æ ��ǑÉr ������$í
ì�r\� �í�<Ê�)a��.Nùý=� 17.8.5. Äºo���H ��6£§s� 1lxu�e���̀� ��s���� Ø�æì�r
���.(a) p��H R2 � C_Æ Ä»>��� ����� ������$í
ì�r\� �í�<Ê�)a��.(b) i℄�Ér ��"î
��Ç ï�r1lx+þA���©�s���.���$� h : R2 ! S2 � fbg\�� 0A�©�1lx+þA���©�s��� 
���. éß�, #�l�"f b 2 S2s���. Õªo��� a =h(p), D = h(C)�� 
���. Õªo���� D � S2 � fa; bgs���. Õªo��� j : D ,! S2 � fa; bg\�� �í�<Ê���©�s��� 
���. Ch �� � � i // R2 � fpgh��D � � j // S2 � fa; bg(a))(b) ëß���� p�� R2 � C_Æ Ä»>��� ����� ������$í
ì�r\� �í�<Ê÷&��� aü< b��H S2 �D = S2 �j(D)_Æ °ú �Ér ������$í
ì�r\� �í�<Ê�)a��. Õªo��� l��í&ñ
o� 17.8.4\�_ÆK� j��H ���o���s�&h�s���. Õª�QÙ¼�� i�̧ ���o���s�&h�s���. (½̈�̂&h�Ü¼�� j�� ���o���s�&h�s�Ù¼�� �©��º���©� 
 : D ! S2 �fa; bgü< ���s�&h�s���. Õª�Q��� i = h�1 Æ j Æ hjC ' h�1 Æ 
 Æ hjCs��� h�1 Æ 
 Æ hjCs� �©��º���©�s�Ù¼�� i��H ���o���s�&h�s���.) ����"f ��2£§&ñ
o� 17.2.17\� _ÆK� i℄�Ér ��"î

���.(b))(a) s�℄j i℄ : �1(C; x0)! �1(R2 �fpg; x0)s� ��"î

����� ��&ñ

���. éß�, #�l�"f x0 2Cs���. Õª���X< C��H S1õ� 0A�©�1lx+þAs�Ù¼�� &ñ
o� 17.5.6\� _ÆK� �í�<Ê���©� i : C ,! R2 � fpg��H���o���s�&h�s���. ����"f l��í&ñ
o� 17.8.9\� _ÆK� p��H R2 � i(C) = R2 �C_Æ Ä»>��� ����� ������$í
ì�r\� �í�<Ê�)a��.Nùý=� 17.8.7. Jordan /BG���&ñ
o�(&ñ
o� 17.8.15)\� _ÆK� S2 � C1�Ér &ñ
SX�y� ¿º >h_Æ ������$í
ì�rV1õ� W1�̀� ��t� 9V1 [W1 = S2 � C1; V1 \W1 = ?; �V1 = �W1 = C1�̀� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� C2�� S2 � C1_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� C2��H V1õ� W1 ×�æ 
���\� �í�<Ê�)a��. Äºo���H C2 � V1s��� 
���. Õª�Q��� C2 \W1 = ?s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� S2 � C2�̧ &ñ
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ì�r V2ü< W2�̀� ��t� 9V2 [W2 = S2 � C2; V2 \W2 = ?; �V2 = �W2 = C2�̀� ëß�7á¤��Ç��. Õªo��� C1s� S2 � C2_Æ �������)a ÂÒì�r|9�½+Ës�Ù¼�� C1��H V2ü< W2 ×�æ 
���\� �í�<Ê�)a��. Äºo���H C1 � V2s��� 
���. Õª�Q��� C1 \W2 = ?s���. :£¤Z>�y� y��y��_Æ i = 1; 2\��/K�S2�� ²DG�èU�́������s�Ù¼�� ¿º ������$í
ì�r Viü< Wi��H U�́������$í
ì�rs���. ����"f Viü< Wi��H S2_ÆU�́�������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ë[þts���. ¢̧��ÇCi = �Vi = V i � Vi; V i = Vi [ CiCi = �Wi =W i �Wi; W i =Wi [ Cis���.(1) s�℄j W3 = S2 � (W 1 [W 2)s� �������)a |9�½+Ëe���̀� ��s���.(i) V1 \W2 6= ?s���: ëß���� V1 \W2 = ?s��� ��&ñ

���� W2 � S2 � V1 = W1 [ C1s���.Õª���X< C1 \W2 = ?s�Ù¼�� W2 � W1s���. Õª�Q��� C2 � W 2 � W 1 = W1 \ C1s� �)a��. Õªo��� C2 \W1 = ?s�Ù¼�� C2 � C1s� ÷&#Q�� ��Ç��. s���H C1õ� C2�� "f���è����H ��&ñ
\� �̧í�Hs���.(ii) W1 \W2 = ?s���: ëß���� W1 \W2 6= ?s����� ��&ñ

���. Õª�Q��� W1õ� W2�� U�́������s�Ù¼�� &ñ
o� 8.4.5\�_ÆK� W1 [W2��H U�́������÷&#Q e����. ¿º &h� a 2W1õ� b 2 V1 \W2\�� ×þ�
���. s��Q��Ç &h� b��H (i)\� _ÆK� �>rF���Ç��. Õª�Q��� W1 [W2s� U�́������s�Ù¼�� U�́� : I !W1 [W2; s: t: �(0) = a; �(1) = bs� �>rF���Ç��. Õªo��� W1 [W2 � S2 � C1s�Ù¼�� �(I)��H S2 � C1_Æ (U�́)�������)a ÂÒì�r|9�½+Ës���. Õª���X< f�(I) \W1; �(I) \ V1gs� �(I)_Æ \P�Ǒ2;ì�ro��� ÷&#Q �̧í�Hs���.(iii) ������� C1 \ W2 = ?s��� W1 \ W2 = ?s�Ù¼�� W2 � V1s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼��W1 � V2s���.(iv) W 1 \W 2 = ?s���:W 1 \W 2 = (W1 [ C1) \ (W2 [ C2)= (W1 \W2) [ (W1 \ C2) [ (C1 \W2) [ (C1 \ C2)= ? \? \? \? = ?:(iv) s�℄j &ñ
o� 17.8.14\�� ��6 x
�#� W 1 [W 2s� S2\�� ì�ro�
�t� 3lw�<Ê�̀� ��s���: y��y��_Æi = 1; 2\� �/
�#� S2 �W i = Vis� (U�́)�������)a |9�½+Ës�Ù¼�� W i��H S2\�� ì�ro�
�t� 3lw��Ç��. Õªo��� (iii)\� _ÆK� S2 �W 1 \W 2 = S2s�Ù¼�� S2 �W 1 \W 2��H éß�í�H������s���. ����"f &ñ
o� 17.8.14\� _ÆK� W 1 [W 2s� S2\�� ì�ro�
�t� 3lw��Ç��. 7£¤, S2 �W 1 [W 2��H �������)a |9�½+Ës���.



182 =� 17 �Ék U� {ç�°́°� Z�Þ5�ÎáºH[e(v) Äºo���H W3 = S2 �W 1 [W 2s��� 
���. Õª�Q��� W3 6= ?s���: ëß���� W3 = ?s��� ��&ñ

���� S2 =W 1 [W 2s��� W 1 \W 2 = ?s�Ù¼�� fW 1;W 2g�Ér S2_Æ {���2³ì�ro��� �)a��. s���HS2�� ������/BNçß�s�����H ��z�́\� �̧í�Hs���.(vi) W1, W2, W3�Ér �©����� "f���è��� S2 � C1 [ C2_Æ �������)a \P�Ǒ2;|9�½+Ës���W1 [W2 [W3 = S2 � C1 [ C2s�Ù¼�� S2 � C1 [ C2�Ér &ñ
SX�y� 3>h_Æ ������$í
ì�r W1, W2, W3�̀� °ú���H��.(2) �W1 = C1s��� �W2 = C2s�Ù¼�� Äºo���H �W3 = C1 [ C2e���̀� ��s���� �)a��.���$� x 2 C1s��� 
���. Õªo��� U\�� x_Æ e��_Æ_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós��� 
���. Õª�Q��� C1 � V2s�Ù¼�� U \ V2�̧ x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õªo��� x 2 �V1s�Ù¼�� (U \ V2) \ V1 6= ?s���. Õª�QÙ¼��&h� y 2 U \ V2 \ V1�� �>rF���Ç��. Õªo��� V1 \W 1 = ?s��� V2 \W 2 = ?s�Ù¼�� y =2 W 1s���y =2 W 2s���.����"f y 2 W3s�Ù¼�� y 2 U\W3s�÷&#Q U\W3 6= ?s���.Õª�QÙ¼�� x 2 W 3s���. ����"f C1 �W 3s���. °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� C2 �W 3e���̀� ��{9� �º e��Ü¼Ù¼�� C1 [C2 �W 3s���.��Ç¼#� x =2 W3 [ C1 [ C2s���� x 2 W1 [W2s�Ù¼�� W1 [W2��H x_Æ \P�Ǒ2;��H~½Ós���. Õª���X<(W1 [W2) \W3 = ?s�Ù¼�� x =2 W 3s���. ����"f W 3 =W3 [ C1 [ C2s���.¢̧��Ç W3s� C1 [ C2ü< "f���è��� \P�Ǒ2;|9�½+Ës�Ù¼���W3 =W 3 �W Æ3 =W3 [ C1 [ C2 �W3 = C1 [ C2s���.Nùý=� 17.8.9. (1) l��í&ñ
o� 17.8.9_Æ 7£x"î
õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ��{9� �º e����.(2) l��í&ñ
o� 17.8.10_Æ 7£x"î
õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ��{9� �º e����.(3) &ñ
o� 17.8.11_Æ 7£x"î
õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ��{9� �º e����.(4) l��í&ñ
o� 17.8.12_Æ 7£x"î
õ� °ú �Ér ~½ÓZO�Ü¼�� ��{9� �º e����.
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